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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS POUR
LES CORPS LOCAUX DE CARACTE´RISTIQUE NON
NULLE
Jacquet-Langlands correspondence in non zero characteristic
par Alexandru Ioan BADULESCU1
Abstract : In this article we prove the Jacquet-Langlands local correspondence in non-
zero characteristic. Let F be a local field of non-zero charactersitic and G′ an inner form
of GLn(F ); then, following [Ka], we prove relations between the representation theory of
G
′ and the representation theory of an inner form of GLn(L), where L is a local field
of zero characteristic close to F . The proof of the Jacquet-Langlands correspondence be-
tween G′ and GLn(F ) is done using the above results and ideas from the proof by Deligne,
Kazhdan and Vigne´ras ([DKV]) of the zero characteristic case. We also get the following,
already known in zero characteristic : orthogonality relations for G′, inequality involving
conductor and level for representations of G′ and finiteness for automorphic cuspidal rep-
resentations with fixed component at almost every place for an inner form of GLn over a
global field of non-zero characteristic.
Re´sume´ : Le but de cet article est la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands
locale en caracte´ristique non nulle. Si F est un corps local de caracte´ristique non nulle
et G′ est une forme inte´rieure de GLn(F ), on construit un paralle`le entre la the´orie des
repre´sentations de G′ et celle d’une forme inte´rieure de GLn(L) respectivement, ou` L
est un corps local de caracte´ristique nulle, proche de F au sens de [Ka]. La correspon-
dance de Jacquet-Langlands entre G′ et GLn(F ) est prouve´e en utilisant cette construc-
tion et les ide´es de´veloppe´es de´ja` par Deligne, Kazhdan et Vigne´ras ([DKV]) pour la
preuve en caracte´ristique nulle. Nous obtenons au passage les re´sultats suivants, connus
jusqu’ici uniquement en caracte´ristique nulle : le the´ore`me d’orthogonalite´ des caracte`res
pour G′, des relations entre le conducteur et le niveau d’une repre´sentation de G′, ainsi
qu’un the´ore`me de finitude pour les repre´sentations automorphes cuspidales d’une forme
inte´rieure de GLn sur un corps global de caracte´ristique non nulle.
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1. Introduction
Soient F un corps local non archime´dien et A une alge`bre centrale simple
de dimension finie sur F . Soit A∗ le groupe des e´le´ments inversibles de A. On
sait que A∗ est isomorphe a`GLr(D), ou`D est une alge`bre a` division sur F , et
on l’identifiera avec ce groupe. La dimension deD en tant qu’espace vectoriel
sur F est un carre´ d2. On pose n = rd, G = GLn(F ) et G
′ = GLr(D). Si
OF (resp.OD) est l’anneau des entiers de F (resp.D), on fixe une mesure
de Haar sur G (resp.G′) telle que le volume de GLn(OF ) (resp.GLr(OD))
soit e´gal a` 1. Un e´le´ment de G ou G′ dont le polynoˆme caracte´ristique est
se´parable (i.e. sans racine multiple sur une cloˆture alge´brique de F ) est dit
semisimple re´gulier. Si g est un e´le´ment de G et g′ un e´le´ment de G′ on
e´crit g ↔ g′ si g et g′ sont semisimples re´guliers et ont le meˆme polynoˆme
caracte´ristique. On dit alors que g et g′ se correspondent. Si π est une
repre´sentation lisse de longueur finie de G ou G′, on note χpi le caracte`re de
π.
On note E2(G) l’ensemble des classes d’e´quivalence de repre´sentations
essentiellement de carre´ inte´grable de G et E2(G′) l’ensemble des classes
d’e´quivalence de repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable de G′.
La correspondance de Jacquet-Langlands s’e´nonce de la fac¸on suivante :
The´ore`me 1.1. Il existe une unique bijection :
C : E2(G)→ E2(G′)
telle que pour tout π ∈ E2(G) on ait
χpi(g) = (−1)
n−rχC(pi)(g
′),(1.1)
a` chaque fois que g ∈ G et g′ ∈ G′ se correspondent.
Ce re´sultat a e´te´ prouve´ pour F de caracte´ristique nulle dans [DKV] et
le but de cet article est de donner une de´monstration en caracte´ristique
non nulle. Comme nous le verrons plus bas, un des principaux obstacles
en caracte´ristique non nulle est le fait que les relations d’orthogonalite´ des
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caracte`res des repre´sentations de carre´ inte´grable ne sont pas prouve´es a` ce
jour pour le groupe G′. Bien entendu, si nous de´montrons la correspondance
de Jacquet-Langlands d’une autre fac¸on, ces relations d’orthogonalite´ pour
G′ en de´couleront puisqu’on les a de´ja` montre´es pour G ([Ba2]). C’est en
effet ce qui va se passer. Attaquer la correspondance en essayant de prouver
l’orthogonalite´ pour G′ en caracte´ristique non nulle semble depuis longtemps
moins raisonnable que de l’attaquer par la me´thode des “corps proches” en
suivant une ide´e de Kazhdan ([Ka]). C’est ce chemin que nous allons suivre.
Expliquons la de´marche pre´conise´e et les difficulte´s rencontre´es.
Soient F un corps local de caracte´ristique non nulle et DF une alge`bre a`
division centrale sur F de dimension d2. Soit r un entier strictement positif.
On pose n = rd. On note G′F le groupe GLr(DF ). Soient OF l’anneau
des entiers de F , PF l’ide´al maximal de OF et πF une uniformisante de F .
Soient ODF l’anneau des entiers de DF et PDF l’ide´al maximal de ODF .
On fixe une uniformisante πDF de DF . On pose KF = GLr(ODF ) et, pour
tout entier positif non nul l, K lF = Id+Mr(P
ld
DF
). Si K est un sous-groupe
ouvert compact de G′F , on note H(G
′
F ;K) l’alge`bre de Hecke des fonctions
localement constantes a` support compact sur G′F qui sont bi-invariantes par
K. Si π est une repre´sentation lisse irre´ductible de G′F , alors le niveau de
π (notation niv(π)) est par de´finition 0 si π a un vecteur fixe non nul sous
KF et le plus petit entier positif l tel que π ait un vecteur fixe non nul sous
K lF sinon. Il est alors connu qu’il y a une correspondance bijective entre les
repre´sentations lisses irre´ductibles de G′F de niveau infe´rieur ou e´gal a` l et
les H(G′F ,K
l
F )-modules irre´ductibles. Pour e´tudier H(G
′
F ,K
l
F ), on part de
la de´composition de Bruhat
G′F =
∐
A∈AF
KFAKF ,
ou` AF est l’ensemble des matrices A = (aij)1≤i,j≤r telles que pour tout i, j
on ait aij = δi,jπ
ai
DF
, avec a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ar. Si l est un entier strictement
positif, alors K lF est un sous-groupe distingue´ deKF et on peut donc obtenir
une de´composition du type
G′F =
∐
A∈AF
∐
(x,y)
K lFxAyK
l
F .
Alors, l’ensemble des fonctions caracte´ristiques des ensembles K lFxAyK
l
F
forme une base de l’espace vectoriel H(G′F ,K
l
F ). L’ensemble des couples
(x, y) s’identifie de fac¸on naturelle a` un sous-ensemble de (KF /K
l
F )×(KF /K
l
F ).
Or, on a KF /K
l
F
∼= GLr(ODF /P
ld
DF
). L’ide´e de Kazhdan se traduit, dans
notre situation, de la fac¸on suivante : si L est un corps local non archime´dien
de caracte´ristique non nulle, et πL une uniformisante fixe´e de L, si m est un
entier strictement positif, on dit que L est m-proche de F (ou que L et F
sont m-proches) s’il existe un isomorphisme d’anneaux
λ¯mFL : OF /P
m
F → OL/P
m
L
4 JACQUET-LANGLANDS EN CARACTE´RISTIQUE NON NULLE
qui envoie la classe de πF sur la classe de πL. Dans cette situation, on peut
conside´rer sur L une alge`bre a` division centrale de dimension d2 qui ait le
meˆme invariant de Hasse que DF , et, si on adopte toutes les notations plus
haut aussi pour le corps L, obtenir que λ¯mFL induit naturellement un isomor-
phisme de ODF /P
md
DF
sur ODL/P
md
DL
. Ensuite on utilise les de´compositions
G′F =
∐
AF∈AF
∐
(xF ,yF )
KmF xFAF yFK
m
F
et
G′L =
∐
AL∈AL
∐
(xL,yL)
KmL xLALyLK
m
L .
L’isomorphisme de ODF /P
md
DF
sur ODL/P
md
DL
induit un isomorphisme de
GLr(ODF /P
md
DF
)×GLr(ODF /P
md
DF
) sur GLr(ODL/P
md
DL
)×GLr(ODL/P
md
DL
),
et on peut espe´rer que cet isomorphisme re´alise une bijection entre les sous-
ensembles {(xF , yF )} et {(xL, yL)} de ces deux groupes sur lesquels sont
inde´xe´es les partitions plus haut. Ceci est une premie`re difficulte´. On mon-
tre (lemme 2.7) que, en choisissant comme il faut les uniformisantes de DF
et DL, on trouve bien une telle bijection. On obtient alors, par les con-
side´rations plus haut, une application bijective d’une base de H(G′F ,K
m
F )
sur une base de H(G′L,K
m
L ), et donc un isomorphisme naturel d’espaces vec-
toriels entre les deux alge`bres de Hecke. Dans une situation ide´ale cette ap-
plication serait en fait un isomorphisme d’alge`bres (conjecture de Kazhdan),
et induirait ainsi une bijection naturelle entre l’ensemble des repre´sentations
lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` m de G′F et l’ensemble des
repre´sentations lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` m de G′L.
Remarquons que, si L et F sontm proches, et sim ≥ l > 0, alors L et F sont
trivialement l-proches. Nous montrons dans la section 2 (th.2.13) le re´sultat
suivant, plus faible que la conjecture de Kazhdan : pour tout entier stricte-
ment positif l, il existe un entier m ≥ l tel que, si L est un corps m proche de
F , alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels entreH(G′F ,K
l
F ) et H(G
′
F ,K
l
F )
induit a` partir de cette proximite´ est un isomorphisme d’alge`bres. Nous
prouvons aussi que la bijection induite entre l’ensemble des repre´sentations
lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` l de G′F et l’ensemble des
repre´sentations lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` l de G′L en-
voie les repre´sentations de carre´ inte´grable sur des repre´sentations de carre´
inte´grable et les repre´sentations cuspidales sur des repre´sentations cuspidales
(th.2.17), et qu’elle pre´serve les facteurs ǫ′ (th.2.19). Comme elle pre´serve
e´galement le niveau, il s’ensuit que les re´sultats que nous avons prouve´s dans
[Ba3] uniquement en caracte´ristique nulle (ine´galite´s concernant le niveau et
le conducteur d’une repre´sentation), ainsi que leurs conse´quences (the´ore`me
de finitude pour les repre´sentations automorphes cuspidales d’une forme
inte´rieure de GLn), sont valables aussi en caracte´ristique non nulle (section
3, th.3.1 et th.3.2).
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Supposons maintenant que nous voulions prouver le the´ore`me 1.1 quand
le corps F est de caracte´ristique non nulle. Nous voulons d’abord fixer
une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable π de G et trouver une
repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable π′ de G′ telle qu’en posant
C(π) = π′ on ait la relation 1.1. Conside´rons un entier strictement positif l.
On peut trouver m suffisamment grand pour que, si L est un corps local non
archime´dien de caracte´ristique nulle m-proche de F , on ait un diagramme :
GL
1
−−−−→ G′L
2
x 2′
x
G ........ G′
ou`
- la fle`che 1 est la correspondance de´ja` e´tablie en caracte´ristique nulle par
[DKV],
- la fle`che 2, conse´quence de la proximite´ des corps F et L, est une appli-
cation qui re´alise une bijection entre l’ensemble de classes de repre´sentations
lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` l deG et l’ensemble de classes
de repre´sentations lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou e´gal a` l de GL,
- la fle`che 2’ joue un roˆle similaire pour G′ et G′L,
- les pointille´s en bas repre´sentent pour l’instant notre de´sir de construire
une correspondance (Jacquet-Langlands en caracte´ristique non nulle).
Fixons l ≥ niv(π) (sans quoi la fle`che 2 n’est pas de´finie pour π). On
pense, naturellement, monter π le long de 2, transfe´rer le long de 1, re-
descendre le long de 2′ et prouver ensuite que le re´sultat ainsi obtenu est le
bon candidat au poste de π′. Voici maintenant les principales difficulte´s :
- nous pouvons de´placer π le long de 2 et ensuite le long de 1, mais on
n’est pas suˆr de pouvoir descendre le re´sultat le long de 2′ ; en effet, il se
peut qu’il soit de niveau supe´rieur a` l. C’est vrai que la fle`che 2 pre´serve
le niveau, mais 1 ne le pre´serve certainement pas dans le sens ou` il est
de´fini ici (meˆme si on espe`re qu’il conserve le niveau normalise´ tel qu’il est
de´fini dans la the´orie des types). Prendre L plus proche revient a` changer
comple`tement de diagramme, et les meˆmes proble`mes recommencent. La
solution est de borner uniforme´ment, a` partir uniquement de π, le niveau de
toutes les repre´sentations susceptibles d’intervenir dans la de´monstration.
- meˆme si on pouvait descendre le long de 2′ le re´sultat ainsi obtenu, il
est difficile de prouver que ce qu’on trouve convient pour de´finir une cor-
respondance de Jacquet-Langlands entre G et G′. Les fle`ches 2 et 2′ sont
de nature essentiellement line´aire alors que la correspondance est de nature
essentiellement harmonique.
Nous re´glerons le premier proble`me en montrant que le facteur ǫ′ d’une
repre´sentation (tel que de´finit dans [GJ]) est conserve´ a` la fois par 1, 2,
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et 2’. Donc, le facteur ǫ′ de la repre´sentation obtenue en appliquant 2 et
ensuite 1 a` π est e´gal au facteur ǫ′ de π. Mais on sait borner le niveau d’une
repre´sentation a` partir du conducteur qui se lit sur son facteur ǫ (voir la
section 3). Or, a` facteur ǫ′ fixe´, ce conducteur est borne´. Tout cela montre
qu’en se donnant π (et meˆme en se donnant uniquement le facteur ǫ′ de π),
on se donne automatiquement un entier l′ tel que le niveau de l’image par
la fle`che 1 de l’image par la fle`che 2 de π soit infe´rieur a` l′. En fixant donc
π, on choisit de`s le de´part m (et donc L) de fac¸on a ce qu’il fonctionne pour
l′ (a` la place de l), et on est assure´ du fait qu’on puisse promener π sur le
diagramme jusqu’a` G′.
Pour re´soudre le deuxie`me proble`me, c’est plus difficile techniquement.
Pour une relation du type 1.1 il faut regarder des couples g ↔ g′ ou` g ∈ G
et g′ ∈ G′, mais les constructions faites avec des corps proches ne voient
que des ouverts assez gros, pas des points. Nous serons donc force´s de
raisonner sur des voisinages de g et g′ sur lesquels les caracte`res fonction des
repre´sentations qui nous inte´ressent sont constants. La difficulte´, une fois de
plus, sera un proble`me de borne uniforme (de la “taille” des ouverts). Ceci
explique la machinerie calculatoire de´veloppe´e a` la section 4.
Dans la deuxie`me section on e´tudie les groupes GLr(D) de´finis sur des
corps proches, en suivant les indications de Kazhdan ([Ka]). La construction
est pe´nible ; les re´sultats sont les the´ore`mes 2.17 et 2.19. Nous tirons dans
la troisie`me section des conse´quences imme´diates de ces the´ore`mes : la va-
lidite´ des re´sultats de [Ba3] en caracte´ristique non nulle, ici les th.3.1 et 3.2.
Ces re´sultats seront par ailleurs utilise´s dans la preuve de la correspondance
(section 5). Dans la quatrie`me section, nous donnons quelques re´sultats con-
cernant l’analyse harmonique de deux groupes du type GLr(D) de´finis sur
des corps proches et qui se correspondent comme dans la section 2. Dans la
cinquie`me section nous de´montrons enfin le the´ore`me 1.1 en caracte´ristique
non nulle. Nous nous inspirons fortement de [DKV]. Cet article a e´te´ re´dige´
en caracte´ristique nulle, et les auteurs utilisent plusieurs techniques que nous
ne pouvons pas nous permettre dans le cas de caracte´ristique non nulle.
Notamment, la correspondance est prouve´e par une re´currence qui fait in-
tervenir en meˆme temps un transfert d’inte´grales orbitales qu’on ne peut
pas obtenir ici. Nous avons se´pare´ la de´monstration de la correspondance,
en la rendant de´pendante d’un seul re´sultat a` prouver : l’orthogonalite´ des
caracte`res (connu en caracte´ristique nulle mais non en caracte´ristique non
nulle). Ici nous utilisons la the´orie des corps proches de´crite aux sections 2
et 4 et nous pratiquons un va-et-vient entre le the´ore`me 1.1 et le the´ore`me
d’orthogonalite´ des caracte`res sur les groupesGLr(D) en caracte´ristique non
nulle (th.5.3), en prouvant, au passage, la validite´ de ce dernier re´sultat.
Ce travail a e´te´ mene´ dans le cadre d’une the`se de doctorat sous la direc-
tion de Guy Henniart ; je lui suis tre`s reconnaissant de m’avoir propose´ un si
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beau sujet, et de m’avoir encourage´ et aide´ tout au long de mes recherches,
avec la gentillesse et la disponibilite´ qui le caracte´risent. Je conside´rerai tou-
jours un honneur que d’avoir e´te´ accueilli ce temps durant par le Laboratoire
d’Arithme´tique et Ge´ome´trie Alge´brique de l’Universite´ Paris Sud, Orsay,
ou` j’ai pu coˆtoyer des chercheurs exceptionnels, merveilleux exemples pour
tout jeune mathe´maticien. Je remercie Bertrand Lemaire qui m’a beau-
coup aide´ par ses conseils et tous ceux avec lequels j’ai eu des discussions
mathe´matiques, et qui m’ont souvent donne´ des re´ponses a` des questions
vitales pour mon travail : Marie-France Vigne´ras, Franc¸ois Courte`s, Anne-
Marie Aubert, et les autres membres du se´minaire Groupes Re´ductifs et
Formes Automorphes. Je remercie ceux qui ont lu le manuscrit avec atten-
tion, et qui m’ont fait des commentaires tre`s utiles : Guy Henniart, Herve´
Jacquet, Colette Mœglin et Bertrand Lemaire.
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2. Corps locaux proches et formes inte´rieures du groupe
line´aire
Soient F un corps local de caracte´ristique non nulle, DF une alge`bre a`
division centrale de dimension d2 sur F et G′F le groupe GLr(DF ). Soient
m ∈ N et L un corps local m-proche de F au sens de [Ka]. On voudrait
de´finir un groupe G′L sur L tel qu’il y ait une ressemblance entre la the´orie
des repre´sentations de G′F et celle de G
′
L a` la manie`re dont Kazhdan l’a
fait pour les groupes de Chevalley dans [Ka] et Lemaire pour GLn dans
[Le]. L’ide´e est simple : choisir une alge`bre a` division DL centrale sur L de
dimension n2 qui ait le meˆme invariant de Hasse que DF , et poser G
′
L =
GLr(DL). Dans ce qui suit nous montrons que ce groupe est effectivement
solution de notre proble`me ; on construit G′L de fac¸on a` pouvoir ve´rifier les
the´ore`mes que Kazhdan a montre´s pour les groupes de Chevalley, et montrer
aussi quelques autres re´sultats utiles pour la suite. Les re´sultats de 2.3 et
2.4 sont de´montre´s dans un cadre ge´ne´ral dans [De]. On les a rede´montre´s
ici d’une fac¸on concre`te dans ce cas particulier pour fixer les notations qu’on
utilise par la suite.
2.1. Pre´liminaires sur les alge`bres a` division. Soient F un corps local
non archime´dien, vF la valuation normalise´e de F , OF l’anneau des entiers
de F , PF l’ide´al maximal de OF forme´ des e´le´ments de F de valuation
strictement positive, kF = OF /PF le corps re´siduel de F (de cardinal fini q)
et πF une uniformisante de F . Soit D une alge`bre a` division centrale sur
F . On identifie F au sous-corps 1DF de D. On sait que dimF (D) est un
carre´ d2. On sait e´galement qu’il existe une valuation vD sur D a` valeurs
dans Z surjective qui prolonge dvF ; on note OD l’ensemble des e´le´ments
de D de valuation positive ou nulle et PD l’ensemble des e´le´ments de D de
valuation strictement positive ; OD est un anneau local non commutatif et
PD est l’ide´al (bilate`re) maximal de OD.
On dispose d’une classification des alge`bres a` division centrales sur F de
dimension d2 : siD est une telle alge`bre, il existe un sous-corps commmutatif
maximal E de D qui soit une extension non ramifie´e de degre´ d de F ; il
existe e´galement un e´le´ment πD deD et un ge´ne´rateur σ du groupe de Galois
de l’extension E/F tels que :
- πdD = πF
- D =
⊕d−1
i=0 π
i
DE
- pour tout e ∈ E on a π−1D eπD = σ(e). L’e´le´ment σ est uniquement
de´termine´ et permet de calculer l’invariant de Hasse de D.
Re´ciproquement, en se donnant un ge´ne´rateur σ du groupe de Galois
de E/F ou` E est une extension non ramifie´e de degre´ d de F (unique a`
isomorphisme pre`s), on peut construire une alge`bre a` division centrale sur
F de dimension d2 en lui imposant les trois conditions plus haut. Si on fixe
E, deux telles alge`bres sont isomorphes si et seulement si σ ∈ Gal(E/F ) est
le meˆme. Ce sont les re´sultats de la Proposition a, page 277, et Corollaire
b, page 335 de [Pi].
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Nous commenc¸ons par la relation entre les extensions non ramifie´es de
meˆme degre´ sur deux corps locaux proches.
2.2. Pre´liminaires sur les extensions non ramifie´es d’un corps local.
Soient F, vF , OF , PF , πF , kF , q = card(kF ) comme plus haut. Soit d ∈ N
∗. Si
on fixe une cloˆture alge´brique F¯ de F , alors il existe une unique extension E
non ramifie´e de degre´ d de F incluse dans F¯ . On a les proprie´te´s suivantes :
- la valuation normalise´e de E prolonge celle de F et πF est une uni-
formisante de E ;
- si l = qd et P est le polynoˆme P (X) = X l−1 − 1 ∈ F [X], alors E est
un corps de de´composition de P ; en particulier, pour toute racine primitive
d’ordre l − 1 de l’unite´ yE dans F¯ , on a yE ∈ E et E = F [yE ] ;
- le cardinal du corps re´siduel kE = OE/PE de E est e´gal a` q
d et on
a un isomorphisme de groupes gE/F de Gal(E/F ) sur Gal(kE/kF ) ; cet
isomorphisme est donne´ par l’application suivante : si σ ∈ Gal(E/F ) alors
σ induit un automorphisme σ′ de OE qui envoie PE sur PE et qui agit comme
l’identite´ sur OF ; σ
′ induit par conse´quent un isomorphisme σ′′ de kE sur
kE dont la restriction a` kF est l’identite´ et on pose gE/F (σ) = σ
′′.
C’est la Proposition 17.8, page 334, [Pi].
Soit m ∈ N∗. On pose OFm = OF /P
m
F et OEm = OE/P
m
E . Dans ce qui
suit, une barre au-dessus d’un symbole rappelle que ce symbole est rattache´
(d’une fac¸on ou d’une autre) a` kF ou kE , et un chapeau au-dessus d’un
symbole rappelle qu’il est rattache´ a` OFm ou OEm. Soient P le polynoˆme
X l−1−1 ∈ F [X], Pˆ le polynoˆmeX l−1−1ˆ ∈ OFm[X] et P¯ le polynoˆmeX
l−1−
1¯ ∈ kF [X]. Soit P¯ = P¯1P¯2...P¯k une de´composition en produit de polynoˆmes
unitaires irre´ductibles de P¯ dans kF [X]. Supposons (sans restreindre la
ge´ne´ralite´) que P¯1 ait une racine primitive d’ordre l − 1 de l’unite´ y¯ dans
l’extension kE de kF . On sait qu’alors le degre´ de P¯1 est e´gal a` d.
Proposition 2.1. a) Il existe un unique polynoˆme unitaire Pˆ1 ∈ OFm[X]
tel que
A) Pˆ1 divise Pˆ et
B) l’image de Pˆ1 dans kF [X] soit P¯1 (en particulier Pˆ1 est irre´ductible).
b) Soit y l’unique racine de P dans E telle que l’image de y dans
kE soit y¯. Notons yˆ l’image de y dans OEm. Il existe un isomorphisme
de OFm-alge`bres fˆm : OFm[X]/(Pˆ1) → OEm induit par le morphisme fm :
OFm[X]→ OEm donne´ par Q 7→ Q(yˆ).
De´monstration. a) On montre l’existence et l’unicite´.
EXISTENCE : Dans la de´monstration de la Proposition a, page 277 de
Pierce on montre que la de´composition de P en produit de polynoˆmes uni-
taires irre´ductibles est du type P = P1P2...Pk ou` pour tout i ∈ {1, 2...k},
l’image facteur de Pi dans kF [X] est P¯i (en outre, les P¯i sont tous distincts
parce qe P¯ est sans racine multiple dans une cloˆture alge´brique de kF ). On
ve´rifie aussitoˆt que l’image facteur de P1 dans OFm[X] satisfait a` A) et B).
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UNICITE´ : Soit Mˆ un polynoˆme unitaire de OFm[X] qui satisfait a` A) et
B). Il suffit de montrer que Mˆ a un repre´sentant M dans OF [X] qui divise
P = P1P2...Pk (voir l’EXISTENCE) ; on aurait alors que M est un produit
des Pi, et, par B), que M = P1.
E´crivons Pˆ = MˆVˆ ou`, Mˆ et Pˆ e´tant unitaires, Vˆ est unitaire. SoientN un
repre´sentant unitaire de Mˆ et U un repre´sentant unitaire de Vˆ dans OF [X].
On applique le the´ore`me 1 de [BC] IV, 3, plus pre´cise´ment la remarque qui
suit la de´monstration. Cette variante plus fine du lemme de Hensel assure
que si N et U sont deux polynoˆmes unitaires tels que
P ≡ NU mod (πmF ),
et par ailleurs le re´sultant des polynoˆmes N et U est de valuation nulle,
alors la de´composition “se rele`ve” au sens ou` il existe une de´composition
P =MV dans OF [X] ou` M et V sont tels que
M ≡ N mod (πmF )
et
V ≡ U mod (πmF ).
Or, le re´sultant Rˆ de Mˆ et Vˆ est de valuation nulle parce que, les polynoˆmes
e´tant unitaires, la re´duction de Rˆ modulo πF est e´gale au re´sultant des
re´ductions M¯ et V¯ modulo πF , et ce dernier est non nul dans kF , parce que
P¯ = M¯V¯ est sans facteurs multiples, soit M¯ et V¯ sont force´ment premiers
entre eux. (Le lecteur remarquera que la difficulte´ de cet exercice re´side
dans le fait que OmF n’est pas principal. En utilisant que OF et kF le sont
on coince le proble`me entre les deux).
b) L’application fm est visiblement un morphisme de OFm-alge`bres. Mon-
trons qu’elle est surjective. L’alge`bre OEm est un OFm-module libre de
rang d dont une base est B = {1ˆ, yˆ, yˆ2...yˆd−1} ; en effet, B est une famille
ge´ne´ratrice car {1; y; y2...yd−1} e´tait une famille ge´ne´ratrice de OE sur OF
([We], prop.5, page 20) et B est une famille libre car, Pˆ1 e´tant irre´ductible,
c’est le polynoˆme minimal de yˆ. Or, la base B se trouve dans l’image de fm
donc fm est bien surjective. Comme le noyau de fm est clairement l’ide´al
principal engendre´ par Pˆ1, le re´sultat en de´coule.
Proposition 2.2. On note Gm l’ensemble des OFm-automorphismes de l’alge`bre
OEm. Alors le morphisme naturel gm,E/F : Gal(E/F )→ Gm est un isomor-
phisme de groupes.
De´monstration. On rappelle qu’on a note´ gE/F l’isomorphisme canonique
Gal(E/F ) ≃ Gal(kE/kF ).
S’il existait σ et σ′ distincts dansGal(E/F ) tels que gm,E/F (σ) = gm,E/F (σ
′)
alors on aurait e´galement gE/F (σ) = gE/F (σ
′) ce qui est impossible car gE/F
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est un isomorphisme. Donc gm,E/F est injective. D’autre part, d’apre`s la
proposition 2.1b), un OFm-automorphisme de l’alge`bre OEm est uniquement
de´termine´ par l’image de yˆ, et par ailleurs cette image doit eˆtre une racine
de Pˆ1. Comme le degre´ de Pˆ1 est d, le cardinal de Gm est infe´rieur ou e´gal
a` d qui est le cardinal de Gal(E/F ). Mais alors, l’application gm,E/F e´tant
injective elle est force´ment surjective et finalement bijective.
2.3. Corps locaux proches et extensions non ramifie´es. Soit F est
un corps local de caracte´ristique non nulle. Si L est un corps local de
carace´ristique nulle et m est un entier supe´rieur ou e´gal a` 1, on dit que F
et L sont m-proches si OFm et OLm sont isomorphes en tant qu’anneaux.
On appelle alors un triplet de m-proximite´ un triplet (πF ;πL; λ¯
m
FL) ou` πF
est une uniformisante de F , πL est une uniformisante de L, et λ¯
m
FL est un
isomorphisme de OFm sur OLm qui envoie la classe de πF sur la classe de
πL. Soient F et L deux corps locaux m-proches (m ≥ 1) et (πF ;πL; λ¯
m
FL) un
triplet de m-proximite´ correspondant. Soient d ≥ 1, E une extension non
ramifie´e de dimension d de F et K une extension non ramifie´e de dimension
d de L.
The´ore`me 2.3. Les corps E et K sont m-proches.
De´monstration. L’isomorphisme λ¯mFL : OFm → OLm s’e´tend de fac¸on
naturelle en un isomorphisme λ¯mFL : OFm[X] → OLm[X]. Soient P¯F ∈
kF [X] et PˆF ∈ OFm[X] choisis comme P¯1 et Pˆ1 dans la proposition 2.1.
Posons P¯L = λ¯
m
FL(P¯F ) ∈ kL[X] et PˆL = λ¯
m
FL(PˆF ) ∈ OLm[X]. Alors on a un
isomorphisme
λ¯mFL : OFm[X]/(PˆF ) ≃ OLm/(PˆL).(2.1)
Maintenant on sait par le point b) de la proposition 2.1 que
OFm[X]/(PˆF ) ≃ OEm,(2.2)
isomorphisme qui de´pend du choix d’une racine de PˆF . D’autre part PˆL est
un polynoˆme qui ve´rifie les conditions A) et B) de la proposition (avec corps
de base cette fois le corps L). Par unicite´ et par le point b) de la proposition
2.1 (applique´e cette fois sur L) on a un isomorphisme
OLm[X]/(PˆL) ≃ OKm(2.3)
qui de´pend du choix d’une racine primitive de PˆF . Des isomorphismes 2.1,
2.2 et 2.3 on de´duit un isomorphisme
λ¯mEK : OEm ≃ OKm.
Le triplet (πF ;πL; λ¯
m
EK) est un triplet de m-proximite´ pour les corps E et
K.
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2.4. Corps locaux proches et alge`bres a` division. Soient F et L deux
corps locaux m-proches (m ≥ 1) et soit DF une alge`bre a` division centrale
de dimension d2 sur F . On choisit un sous-corps non ramifie´ maximal E
de DF et notons σE le ge´ne´rateur du groupe de Galois de l’extension E/F
qui correspond a` DF comme dans l’introduction. Soit K une extension non
ramifie´e de degre´ d de L. Il existe un isomorphisme canonique gE/F,K/L :
Gal(E/F ) ≃ Gal(K/L), image de l’isomorphisme g : Gal(kE/kF ) ≃ Gal(kK/kL)
qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, l’isomorphisme gE/F,K/L
induit (par la proposition 2.2 un isomorphisme gm,E/F,K/L : Gm,E/F ≃
Gm,K/L. Par transport de structure on a pour σˆ ∈ Gm,E/F et xˆ ∈ OEm :
gm,E/F,K/L(σˆ)(λ¯
m
EK(xˆ)) = λ¯
m
EK(σˆ(xˆ)).(2.4)
On note DL l’alge`bre a` division centrale sur L de dimension d
2 qui cor-
respond a` l’extension K/L et a` l’e´le´ment σK = gE/F,K/L(σE) du groupe de
Galois Gal(K/L). On fixe une uniformisante πDL de DL avec les proprie´te´s
de 2.1 (relatives a` πL).
En reprenant les notations de 2.1 on a
DF =
d−1⊕
i=1
πiDFE(2.5)
ODF =
d−1⊕
i=0
πiDFOE(2.6)
PmdDF =
d−1⊕
i=0
πiDFP
m
E(2.7)
d’ou`
ODF /P
md
DF
=
d−1⊕
i=0
πiDFOE/P
m
E .(2.8)
On a donc un isomorphisme de groupes additifs λ¯mDFDL : ODF /P
md
DF
≃
ODL/P
md
DL
qui envoie
∑d−1
i=0 πDF λˆi sur
∑d−1
i=0 πDLλ¯
m
EK(λˆi) pour tout d-uplet
{λˆ0; λˆ1...λˆd−1} ∈ O
d
Em. Montrons que cet isomorphisme est compatible avec
la multiplication (raison pour laquelle on a choisi σK correspondant a` σE).
En effet, il suffit de ve´rifier la compatibilite´ avec la multiplication sur deux
e´le´ments du type πiDF xˆ et π
j
DF
xˆ′ ou` 0 ≤ i, j ≤ n − 1 et xˆ, xˆ′ ∈ OEm. Soit
σˆE l’image de σE dans Gm,E/F . On a
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πiDF xˆπ
j
DF
xˆ′ = πi+jDF gm,E/F,K/L(σˆ
j
E)(xˆ)xˆ
′ si i+ j < n(2.9)
et
πiDF xˆπ
j
DF
xˆ′ = πi+j−nDF πˆF gm,E/F,K/L(σˆ
j
E)(xˆ)xˆ
′ si i+ j ≥ n(2.10)
Finalement, en utilisant la relation 2.4 plus haut on a obtenu le :
The´ore`me 2.4. La fle`che λ¯mDFDL : ODF /P
md
DF
→ ODL/P
md
DL
de´finie plus
haut est un isomorphisme d’anneaux.
2.5. Bijections formelles. Prenons le cas le plus simple du groupe line´aire
sur deux corps locaux proches F et L. Ce cas a de´ja` e´te´ traite´ par Lemaire
qui a montre´ comment on peut “transfe´rer” certaines parties ouvertes et
compactes de GLn(F ) a` GLn(L) et les implications qu’a ce transfert pour
les the´ories des repre´sentations des deux groupes. Supposons maintenant
qu’on se soit donne´ un e´le´ment d’un de ces sous-ensembles de GLn(F ) et un
e´le´ment du sous-ensemble de GLn(L) correspondant et qu’on veuille com-
parer leurs polynoˆmes caracte´ristiques qui sont, certes, a` coefficients dans
des corps diffe´rents, mais proches. C’est un proble`me tre`s concret si on se
repre´sente les deux e´le´ments comme des matrices dont on sait comparer les
e´le´ments. Seulement, la fac¸on abstraite dont on de´finit les bijections entre
des objets attache´s a` GLn(F ) et GLn(L) respectivement ne le permet pas.
On va alors de´finir ici des bijections formelles (formelles parce qu’elles ne
respectent pas les ope´rations) qui nous permettront de traiter ce genre de
situation concre`te. Ce proble`me peut eˆtre vu aussi comme celui d’un choix
pre´cis de repre´sentant dans une classe d’e´quivalence.
2.5.1. Les corps locaux proches. Soit F un corps local de caracte´ristique non
nulle. On choisit un syste`me de repre´sentants SF de OF /PF dans OF .
Soit m ∈ N∗, L un corps m-proche de F et (πF ;πL; λ¯
m
FL) le triplet de
m-proximite´ associe´. Pour tout x ∈ SF on choisit un repre´sentant y(x)
dans OL de l’image par λ¯
m
FL (dans OL/P
m
L ) de la classe de x dans OF /P
m
F .
L’ensemble SL = {y(x) : x ∈ SF } est un syste`me de repre´sentants deOL/P
m
L
dans OL. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante : 0F
et 1F font partie de SF , et on a y(0F ) = 0L et y(1F ) = 1L.
On note λmFL la bijection de SF sur SL qui envoie x sur y(x). Si on se
repre´sente les e´le´ments de F et de L par des se´ries a` l’aide des uniformisantes
πF et πL et des syste`mes de repre´sentants SF et SL respectivement, on
obtient une bijection de F dans L qui prolonge λmFL – et pour laquelle on
utilisera donc la meˆme notation – donne´e par :
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λmFL(
∞∑
j=j0
sjπ
j
F ) =
∞∑
j=j0
λmFL(sj)π
j
L.
La bijection λmFL induit une bijection (bien de´finie) de OF /P
m
F sur OL/P
m
L
et cette bijection n’est autre que l’isomorphisme λ¯mFL. On appelle λ
m
FL une
bijection formelle. Notons les proprie´te´s suivantes qui sont imme´diates :
∀i ∈ N, ∀x ∈ F, λmFL(π
i
Fx) = π
i
Lλ
m
FL(x),(2.11)
∀x ∈ F, vL(λ
m
FL(x)) = vF (x).(2.12)
2.5.2. Les extensions non ramifie´es. Soient F et L comme plus haut, E une
extension non ramifie´e de F de degre´ d et K une extension non ramifie´e de
L de degre´ d. Nous reprenons les notations de 2.2. Les corps E et K e´tant
m-proches par le the´ore`me 2.3, on peut bien entendu de´finir une bijection
formelle entre E etK comme plus haut en oubliant comple`tement les corps F
et L. Mais, pour de´finir une bijection formelle entre deux alge`bres a` division
sur F et L respectivement, bijection qui ait une certaine proprie´te´ utile par
la suite (voir 2.5.3), on de´finit une bijection formelle entre E et K de la
fac¸on suivante, plus pre´cise : au lieu de partir comme dans la sous-section
2.5.1 avec un syste`me de repre´sentants SE quelconque de OE/PE dans OE ,
on fixe un isomorphisme λmEK : kE ≃ kK compatible avec λ¯
m
FL : kF ≃ kL et
on impose que
- SE soit forme´ de 0 et de toutes les racines du polynoˆme PE = X
l−1−1 ∈
F [X],
- SK soit forme´ de 0 et de toutes les racines du polynoˆme PK = X
l−1−1 ∈
L[X],
- la bijection λmEK entre SE et SK soit donne´e par l’application suivante :
si y est une racine de PE , et y¯ est l’image de y dans kE , alors λ
m
EK(y) = z
ou` z est l’unique racine de PK qui se trouve au-dessus de λ¯
m
EK(y¯) ∈ kK .
C’est a` partir de ce choix (qui est, remarquons-le), compatible avec la
condition y(0F ) = 0L et y(1F ) = 1L) qu’on e´tend l’application λ
m
EK en une
bijection λmEK : E ≃ K comme dans la sous-section 2.5.1.
On obtient ainsi une bijection qui a la proprie´te´ d’eˆtre compatible avec
l’action des e´le´ments du groupe de Galois Gal(E/F ). En effet, quel que soit
σ ∈ Gal(E/F ) on ve´rifie facilement que, pour tout x ∈ E,
λmEK(σ(x)) = gE/F,K/L(σ)(λ
m
EK(x)).(2.13)
L’application λmEK est une bijection formelle entre les corps locaux E et K.
Elle induit un isomorphisme λ¯mEK : OEm ≃ OKm.
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2.5.3. Les alge`bres a` division. Soient F,E,DF et L,K,DL comme dans la
sous-section 2.4. On suppose qu’on a construit des bijections formelles λmFL :
F ≃ L et λmEK : E ≃ K comme au 2.5.1 et 2.5.2. On construit une bijection
formelle entre DF et DL de la fac¸on (naturelle) suivante : on pose, pour
tout d-uplet (α0;α1...αd−1) ∈ E
d,
λmDFDL(
d−1∑
i=0
πiDFαi) =
d−1∑
i=0
πiDLλ
m
EK(αi).(2.14)
La bijection λmDFDL induit une bijection (bien de´finie) de ODF /P
md
DF
sur
ODL/P
md
DL
et cette bijection est l’isomorphisme λ¯mDFDL . La bijection λ
m
DFDL
a aussi les proprie´te´s suivantes :
∀x ∈ DF , vDL(λ
m
FL(x)) = vDF (x),(2.15)
∀i ∈ N, ∀x ∈ DF , λ
m
DFDL
(πiDF x) = π
i
DL
λmDFDL(x),(2.16)
∀i ∈ N, ∀x ∈ DF , λ
m
DFDL
(xπiDF ) = λ
m
DFDL
(x)πiDL .(2.17)
Les proprie´te´s 2.15 et 2.16 sont e´videntes, seule la proprie´te´ 2.17 pose un
petit proble`me. Il suffit bien suˆr de la montrer pour x ∈ E. On sait que
si x ∈ E alors xπiDF = π
i
DF
σiE(x). Il suffit donc de de´montrer que pour
tout x ∈ E on a λmEK(σ
i
E(x)) = σ
i
K(λ
m
EK(x)). Mais c’est la relation 2.13
(et c’e´tait justement pour avoir cette proprie´te´ 2.17 qu’on avait choisi λmEK
comme dans 2.5.2).
2.5.4. Les matrices, les polynoˆmes. Si F,DF et L,DL sont comme au 2.5.3,
la bijection formelle entre F et L s’e´tend de fac¸on naturelle en une bijection
entre Fn et Ln. Si U est un F -espace vectoriel de dimension finie n muni
d’une base et V un L-espace vectoriel de dimension n muni d’une base, une
bijection formelle entre F et L s’e´tend “composante par composante” en
une bijection entre U et V . C’est pareil pour des espaces vectoriels a` droite
ou a` gauche sur DF et DL. En particulier cela vaut pour les espaces de
matrices Mn(F ), Mn(L) et Mr(DF ), Mr(DL), et aussi pour des espaces de
polynoˆmes. En ge´ne´ral, on notera λmFL la bijection formelle donne´e entre F
et L, et ζmFL la bijection induite entre Mn(F ) et Mn(L). Pareillement, la
bijection formelle entre Mr(DF ) et Mr(DL) induite par λ
m
DFDL
sera note´e
ζmDFDL .
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2.6. La construction. Soient F,E,DF , L,K,DL comme plus haut et soit
r ∈ N∗. On se propose d’e´tudier les ressemblances entre les groupes G′F =
GLr(DF ) et G
′
L = GLr(DL). On va suivre le chemin indique´ par Kazh-
dan dans [Ka]. On pose KF = GLr(ODF ), KL = GLr(ODL) et, pour tout
l ∈ N∗, on note K lF le noyau de la projection KF → GLr(ODF /P
ld
DF
) et
K lL le noyau de la projection KL → GLr(ODL/P
ld
DL
). Pour tout l, K lF est
un sous-groupe distingue´ de KF . C’est aussi le groupe Id +Mr(P
ld
DF
). Si
K est un sous-groupe ouvert compact de G′F on note H(G
′
F ;K) l’alge`bre
des fonctions complexes localement constantes a` support compact sur G′F
et bi-invariantes par K. On fait de meˆme pour G′L.
Notation : Si g = (gij) ∈ Mr(DF ) alors on note vF (g) le minimum des
valuations en tant qu’e´le´ments de DF des coefficients gij de g. De meˆme
sur L.
Maintenant, pour tout l ∈ N∗, si F et L sont l-proches, on construit un
isomorphisme d’espaces vectoriels
ζ¯ lDFDL : H(G
′
F ;K
l
F ) ≃ H(G
′
L;K
l
L).
Cet isomorphisme sera de´pendant du triplet de l-proximite´ (λmDFDL ;πDF ;πDL)
de´duit du triplet de l-proximite´ fixe´ pour F et L comme nous l’avons ex-
plique´ au 2.4.
Posons
AF = {A = (aij)i,j ∈ GLr(DF ) : aij = δijπ
ai
DF
, a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ar}
ou` δij est le symbole de Kroneker.
Lemme 2.5. On a
G′F =
∐
A∈A
KFAKF .
De´monstration. Voir [Sa], page 43.
Soit l ∈ N∗ et A ∈ AF . Comme K
l
F est un sous-groupe de KF , il existe
un sous-ensemble X de KF ×KF tel que
KFAKF =
∐
(B;C)∈X
K lFBAC
−1K lF .
Posons
TF,l = GLr(ODF /P
ld
DF
)×GLr(ODF /P
ld
DF
).
Si (B;C) ∈ KF ×KF , alors K
l
FBAC
−1K lF ne de´pend que de la classe (Bˆ; Cˆ)
de (B;C) dans TF,l. On peut donc de´finir sans ambiguite´ K
l
F BˆACˆ
−1K lF
pour tout (Bˆ; Cˆ) ∈ TF,l. Notons maintenant HF,l,A l’ensemble des couples
(Bˆ; Cˆ) ∈ TF,l tels qu’il existe un repre´sentant B de Bˆ dans GLr(ODF ) et un
repre´sentant C de Cˆ dans GLr(ODF ) tel qu’on ait BA = AC. En e´crivant
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cette relation BAC−1 = A on ve´rifie que HF,l,A est un sous-groupe de TF,l.
Posons enfin
T˜F,l,A = TF,l/HF,l,A.
Lemme 2.6. a) Pour tout (Bˆ; Cˆ) ∈ TF,l, l’ensemble K
l
F BˆACˆ
−1K lF ne
de´pend que de la classe (B˜; C˜) de (Bˆ; Cˆ) dans T˜F,l,A ; on le note K
l
F B˜AC˜
−1K lF .
b) On a
KFAKF =
∐
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
K lF B˜AC˜
−1K lF .
De´monstration. a) Soient (B˜; C˜) ∈ T˜F,l,A et (Bˆ; Cˆ) ∈ TF,l, (Bˆ
′; Cˆ ′) ∈
TF,l deux repre´sentants de (B˜; C˜). Il existe donc (Uˆ ; Vˆ ) ∈ HF,l,A tel
que Bˆ′ = BˆUˆ et Cˆ ′ = CˆVˆ . Soit (B;C) un repre´sentant de (Bˆ; Cˆ) dans
GLr(ODF ) × GLr(ODF ) et U et V des repre´sentants de Uˆ et de Vˆ dans
GLr(ODF ) qui ve´rifient UA = AV . On a doncK
l
F Bˆ
′ACˆ ′
−1
K lF = K
l
F BˆUˆAVˆ
−1Cˆ−1K lF =
K lFBUAV
−1C−1K lF = K
l
FBAC
−1K lF = K
l
F BˆACˆ
−1K lF .
b) On a
KFAKF =
⋃
(B;C)∈GLr(ODF )×GLr(ODF )
K lFBAC
−1K lF
et pour tout (B;C) ∈ GLr(ODF )×GLr(ODF ) on a
K lFBAC
−1K lF = K
l
F B˜AC˜
−1K lF .
Donc,
KFAKF =
⋃
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
K lF B˜AC˜
−1K lF .
Il suffit de montrer que la re´union est bien disjointe. Soient (B˜; C˜) et (B˜′; C˜ ′)
deux e´le´ments de T˜F,l,A. Alors K
l
F B˜AC˜
−1K lF et K
l
F B˜
′AC˜ ′
−1
K lF sont ou
disjointes ou e´gales. Supposons que
K lF B˜AC˜
−1K lF = K
l
F B˜
′AC˜ ′
−1
K lF .
Comme K lF est distingue´ dans KF on a
K lF B˜AC˜
−1K lF = B˜K
l
FAK
l
F C˜
−1
et
K lF B˜
′AC˜ ′
−1
K lF = B˜
′K lFAK
l
F C˜
′
−1
.
En posant X˜ = B˜′
−1
B˜ et Y˜ = C˜ ′
−1
C˜ et en re´utilisant le fait que K lF est
distingue´ dans KF , on obtient
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K lF X˜AY˜
−1K lF = K
l
FAK
l
F .
Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a force´ment X˜ = Y˜ = 1˜. C’est
pareil que de montrer que, si (Xˆ ; Yˆ ) est dansTF,l et ve´rifie K
l
F XˆAYˆ
−1K lF =
K lFAK
l
F , alors (Xˆ ; Yˆ ) a un repre´sentant (X;Y ) dansGLr(ODF )×GLr(ODF )
tel queXA = AY . Montrons que cette assertion est vraie : K lF XˆAYˆ
−1K lF =
K lFAK
l
F implique qu’il existe un repre´sentant (X
′;Y ′) de (Xˆ ; Yˆ ) dansGLr(ODF )×
GLr(ODF ) et deux e´le´ments k1 et k2 deK
l
F tels qu’on ait X
′
AY
′−1 = k1Ak2.
Mais alors il suffit de prendre X = k−11 X
′ et Y = k2Y
′, car l’appartenance
de k1 et k2 a` K
l
F = Id+Mr(P
ld
DF
) nous garantit Xˆ = Xˆ ′ et Yˆ = Yˆ ′ et avec
ce choix on a bien XA = AY .
Maintenant on va traiter les corps F et L a` la fois. Les objets de´finis
plus haut sur F se de´finissent de meˆme sur L et c’est l’indice F ou L qui
indique a` tout moment de quel corps il s’agit. Les re´sultats plus haut sont
e´videmment valables aussi sur L.
On se rappelle l’isomorphisme λ¯lDFDL : ODF /P
ld
DF
≃ ODF /P
ld
DF
. Il induit
un isomorphisme ζ¯ lDFDL : TF,l ≃ TL,l.
On se rappelle e´galement la bijection formelle ζ lDFDL :Mr(DF ) ≃Mr(DL).
Elle induit une bijection ζ lDFDL : AF ≃ AL.
Lemme 2.7. Pour tout A ∈ AF , l’isomorphisme ζ¯
l
DFDL
: TF,l ≃ TL,l in-
duit un isomorphisme ζ¯ lDFDL : HF,l,A ≃ HL,l,ζlDFDL(A)
et par conse´quent une
bijection ζ¯ lDFDL : T˜F,l,A ≃ T˜L,l,ζlDFDL(A)
.
De´monstration. Supposons que A soit la matrice diag(πa1DF , π
a2
DF
...πarDF ).
Soit (Bˆ; Cˆ) ∈ HF,l,A. Il existe donc un repre´sentant (B;C) de (Bˆ; Cˆ) dans
GLr(ODF )×GLr(ODF ) tel que
BA = AC(2.18)
E´crivons B = (bij) et C = (cij). La relation 2.18 se traduit par :
∀i, j, bijπ
aj
DF
= πaiDF cij(2.19)
Par les proprie´te´s 2.16 et 2.17 de la bijection formelle ζ¯ lDFDL on a alors :
∀i, j, ζ lDFDL(bij)π
aj
DL
= πaiDLζ
l
DFDL
(cij)(2.20)
et cette relation implique ζ lDFDL(B)ζ
l
DFDL
(A) = ζ lDFDL(A)ζ
l
DFDL
(C) et par
conse´quent
(
ζ¯ lDFDL(Bˆ); ζ¯
l
DFDL
(Cˆ)
)
∈ HL,l,ζl
DFDL
(A). Donc ζ¯
l
DFDL
(HF,l,A) ⊂
HL,l,ζl
DFDL
(A). Comme les roˆles de F et L sont syme´triques il est e´vident que
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ce re´sultat est suffisant pour en de´duire que ζ¯ lDFDL : HF,l,A → HL,l,ζlDFDL(A)
est un isomorphisme, par exemple parce qu’on peut lui construire une ap-
plication re´ciproque en partant de (ζ¯ lDFDL)
−1 : TL,l ≃ TF,l.
D’apre`s les lemmes 2.6 et 2.7, si pour tout ensemble W on note 1W la
fonction caracte´ristique de W , alors l’ensemble :
{1Kl
F
B˜AC˜−1Kl
F
: A ∈ AF , (B˜; C˜) ∈ T˜F,l,A}
est une base de l’espace vectoriel H(G′F ;K
l
F ). Soit
ζ¯ lDFDL : H(G
′
F ;K
l
F )→ H(G
′
L;K
l
L)
l’application line´aire de´termine´e par
ζ¯ lDFDL(1KlF B˜AC˜−1K
l
F
) = 1
Kl
L
(
ζ¯l
DFDL
(B˜)
)(
ζl
DFDL
(A)
)(
ζ¯l
DFDL
(C˜)
)
−1
Kl
L
.
The´ore`me 2.8. L’application ζ¯ lDFDL est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels.
De´monstration. Cela de´coule des lemmes 2.6 et 2.7.
Remarque 2.9. Soit l un entier strictement positif. La surjection canon-
ique
ODF /P
(l+1)d
DF
→ ODF /P
ld
DF
induit une surjection canonique :
TF,l+1 → TF,l
dont la restriction induit une surjection
HF,l+1,A → HF,l,A.
Finalement, on obtient une surjection canonique
T˜F,l+1,A → T˜F,l,A.
Supposons que F et L sont (l + 1)-proches. De la meˆme fac¸on, on a une
surjection canonique
T˜L,l+1,ζl+1
DFDL
(A) → T˜F,l,ζl+1
DFDL
(A).
Il est tre`s facile a` ve´rifier que le diagramme
T˜L,l+1,ζl+1
DFDL
(A) −−−−→ T˜F,l,ζl+1
DFDL
(A)
ζ¯l+1
DFDL
x ζ¯lDFDL
x
T˜F,l+1,A −−−−→ T˜F,l,A
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ou` on aura tenu compte du fait que ζ l+1DFDL(A) = ζ
l
DFDL
(A) (par les de´finitions
meˆmes) est commutatif. Cela implique que l’isomorphisme d’espaces vecto-
riels
ζ¯ lDFDL : H(G
′
F ;K
l
F ) ≃ H(G
′
L;K
l
L)
est induit par la restriction de l’isomorphisme
ζ¯ l+1DFDL : H(G
′
F ;K
l+1
F ) ≃ H(G
′
L;K
l+1
L ).
Lemme 2.10. Soit A = diag(πa1DF ;π
a2
DF
...πarDF ) ∈ AF . Alors
vol(K lFAK
l
F ) = q
d
∑
i<j aj−aivol(K lF ).
De´monstration. On a
vol(K lFAK
l
F ) = card
(
K lF /(AK
l
FA
−1 ∩K lF )
)
vol(AK lF )
= card
(
K lF /(AK
l
FA
−1 ∩K lF )
)
vol(K lF ).
Il suffit donc de montrer que
card
(
K lF /(AK
l
FA
−1 ∩K lF )
)
= qd
∑
i<j aj−ai .(2.21)
Posons XA = AMr(P
dl
DF
)A−1∩Mr(P
dl
DF
) (en particulier, X1 =Mr(P
dl
DF
)).
L’ensemble XA est forme´ des matrices X = (xij)1≤i,j≤r ∈ Mr(P
dl
DF
) qui
ve´rifient vDF (π
ai
Dxijπ
−aj
D ) ≥ dl pour tout i < j, soit des matrices X qui
ve´rifient X ∈Mr(P
dl
DF
) et pour tout i < j, vDF (xij) ≥ dl + aj − ai.
Par conse´quent, le cardinal du groupe additif X1/XA est q
d
∑
i<j aj−ai . Ce
que nous nous voulons montrer (eq. 2.21) se traduit par
card(1 + X1/1 + XA) = q
d
∑
i<j aj−ai = card(X1/XA).
Disons que A ∈ AF est petite si on a maxi<j(aj − ai) ≤ ld. Des calculs
simples montrent que, si A est petite, alors
- X1
.XA ⊂ XA, donc 1 + XA est un sous-groupe distingue´ de 1 + X1
multiplicatif,
- X1
.X1 ⊂ XA, donc l’application 1+ x 7→ x de 1 +X1 dans X1 induit un
isomorphisme de groupes
(1 + X1/1 + XA;
.) ∼= (X1/XA; +).
Nous avons ainsi le re´sultat voulu (eq. 2.21) si A est petite. Comme tout
e´le´ment A ∈ AF s’e´crit comme produit de matrices petites de AF , pour
avoir le re´sultat en ge´ne´ral il suffit de remarquer que, pour toute A ∈ AF et
toute A′ ∈ AF petite on a
- XA
.XAA′ ⊂ XAA′ , donc 1+XAA′ est un sous-groupe distingue´ de 1+XA
multiplicatif,
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- XA
.XA ⊂ XAA′ , donc l’application 1+x 7→ x de 1+XA dans XA induit
un isomorphisme de groupes
(1 + XA/1 + XAA′ ;
.) ∼= (XA/XAA′ ; +).
Pour tout g ∈ G′F on pose h(g) = (vol(K
l
F ))
−11Kl
F
gKl
F
. On a le :
Lemme 2.11. a) Pour tout A,A′ ∈ AF on a h(A) ∗ h(A
′) = h(AA′).
b) Pour tout B,C ∈ GLr(ODF )×GLr(ODF ) on a h(B) ∗ h(A) ∗ h(C) =
h(BAC).
De´monstration. a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [Ho], il suffit de
de´montrer qu’on a
vol(K lFAK
l
F )vol(K
l
FA
′K lF ) = vol(K
l
F )vol(K
l
FAA
′K lF ).
Ceci est une conse´quence directe du lemme 2.10.
b) Par la meˆme proposition 2.2 de [Ho], il suffit de montrer qu’on a :
vol(K lFBK
l
F )vol(K
l
FACK
l
F ) = vol(K
l
F )vol(K
l
FBACK
l
F )
et
vol(K lFAK
l
F )vol(K
l
FCK
l
F ) = vol(K
l
F )vol(K
l
FACK
l
F ).
C’est une relation facile a` obtenir parce que K lF est distingue´ dans KF (donc
on peut “sortir”B et C) et les volumes sont pris par rapport a` une mesure de
Haar a` droite et a` gauche (donc finalement on peut effacer B et C partout
ou` ils apparaissent).
Remarque 2.12. Si WF est un ensemble ouvert et compact de G
′
F in-
variant a` gauche et a` droite par K lF et L est un corps l-proche de F , la
construction de l’isomorphisme ζ¯ lDFDL implique que l’image de la fonction
caracte´ristique de WF est la fonction caracte´ristique d’un ensemble ouvert
compact WL de G
′
L qui est invariant a` gauche et a` droite par K
l
L. Le cal-
cul de volumes qu’on fait dans la de´monstration du lemme 2.11 plus haut
montre qu’on a alors :
vol(WF ) = vol(WL).
On pose ζ¯ lDFDL(WF ) =WL
The´ore`me 2.13. Soit l ∈ N∗. Il existe un entier m tel que, si les corps
F et L sont m-proches, alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels ζ¯ lDFDL :
H(G′F ;K
l
F ) ≃ H(G
′
L;K
l
L) est un isomorphisme d’alge`bres.
De´monstration. On utilise la de´marche de Kazhdan en pre´cisant certains
de´tails :
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Lemme 2.14. Soit C un sous-ensemble fini de AF et soit
G′F (C) =
⋃
A∈C
KFAKF .
a) Il existe m > l qui de´pend de C tel qu’on ait, pour tout g ∈ G′F (C),
gKmF g
−1 ⊂ K lF .
b) Supposons que L soitm-proche de F . Alors pour tout f1, f2 ∈ H(G
′
F ;K
l
F )
a` support dans G′F (C) on a
ζ¯ lDFDL(f1 ∗ f2) = ζ¯
l
DFDL(f1) ∗ ζ¯
l
DFDL(f2).
De´monstration. a) Il faut trouver unm tel qu’on aitKmF ⊂
⋂
g∈G′
F
(C) g
−1K lF g.
Il suffit de prendre
m ≥ l + sup g∈G′
F
(C)vF (g
−1) + supg∈G′
F
(C)vF (g)
i.e.
m ≥ l +maxA∈CvF (A
−1) + maxA∈CvF (A).
b) Il suffit de montrer ce re´sultat pour f1 = 1Kl
F
gKl
F
et f2 = 1Kl
F
g′Kl
F
,
avec g, g′ ∈ G′F (C). En revenant a` la de´finition du produit de convolution
on trouve :
1Kl
F
gKl
F
∗ 1Kl
F
g′Kl
F
(x) = vol
(
K lF gK
l
F ∩K
l
F g
′K lFx
)
.
Par le point a), cette intersection est bi-invariante par KmF et on a :
1Kl
F
gKl
F
∗ 1Kl
F
g′Kl
F
=
=
∑
A∈AF
∑
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
vol
(
K lF gK
l
F ∩K
l
F g
′K lF B˜AC˜
)
1Km
F
B˜AC˜−1Km
F
.
Les corps F et L e´tant m-proches, ζ¯mDFDL est bien de´finie. D’apre`s la for-
mule plus haut qui vaut aussi bien sur L que sur F , et la remarque 2.12 sur
les volumes, ζ¯mDFDL(f1 ∗ f2) = ζ¯
m
DFDL
(f1) ∗ ζ¯
m
DFDL
(f2). Le re´sultat de b) est
alors une conse´quence du fait que, si m ≥ l, alors ζ¯ lDFDL est induite par la
restriction de ζ¯mDFDL (remarque 2.9 plus haut).
Lemme 2.15. Pour tout entier i, 0 ≤ i ≤ r, on pose Ai = diag(π
a1
DF
, πa2DF ...π
ar
DF
)
ou` pour 1 ≤ j ≤ i, aj = 0 et pour i + 1 ≤ j ≤ r, aj = 1. On pose
aussi A−1 = diag(π
−1
DF
;π−1DF ...π
−1
DF
). Soit sF un syste`me de repre´sentants de
GLr(ODF /P
ld
DF
) dans GLr(ODF ). Alors {h(x) : x ∈ sF∪{A−1;A0;A1...Ar}}
est une famille ge´ne´ratrice de H(G′F ;K
l
F ) comme C-alge`bre.
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De´monstration. On a de´ja` vu que {h(BAC) : A ∈ AF , B ∈ sF , C ∈
sF} e´tait une famille ge´ne´ratrice de H(G
′
F ;K
l
F ) comme C-espace vectoriel.
Si A ∈ AF , A = diag(π
a1
DF
;πa2DF ...π
ar
DF
) alors, si a1 ≥ 0, A s’e´crit A =
Aa10 Π1≤i≤r−1A
ai+1−ai
i Ar, et si a1 < 0, A s’e´crit A = A
−a1
−1 Π1≤i≤r−1A
ai+1−ai
i .
Le lemme 2.11 implique alors le lemme 2.15.
Lemme 2.16. L’alge`bre H(G′F ;K
l
F ) est de pre´sentation finie.
De´monstration. D’apre`s la remarque qui suit le corollaire 3.4. de [Be],
H(G′F ;K
l
F ) est un module de type fini sur son centre Z(G
′
F ;K
l
F ), qui, a` son
tour, est une alge`bre de type fini sur C. Il existe donc un Z(G′F ;K
l
F )-module
libre M de rang fini p et un sous-module N de M tel que H(G′F ;K
l
F ) ≃
M/N en tant que Z(G′F ;K
l
F )-modules. Soit {Y1, Y2, ...Yp} une base de
M sur Z(G′F ;K
l
F ). L’alge`bre commutaitive Z(G
′
F ;K
l
F ), e´tant de type
fini, est isomorphe a` C[X1;X2...Xn]/I ou` I est un ide´al donne´ par un
nombre fini de relations R1, R2...Ru entre les Xi. Elle est en particulier
noethe´rienne et donc le module N est de type fini. Le Z(G′F ;K
l
F )-module
M/N est donc le module engendre´ par la famille {Y1, Y2...Yp} avec un nom-
bre fini de relations R′1, R
′
2...R
′
v line´aires entre les Yi. En e´crivant encore
pour tout i, j ∈ {1, 2...p} le produit YiYj sur la base {Y1, Y2...Yp} de M
on obtient encore une famille finie (de cardinal au plus p2) de relations
{R′′1 , R
′′
2 ...R
′′
w}. Alors H(G
′
F ;K
l
F ) est isomorphe a` l’alge`bre non commuta-
tive engendre´e sur C par les n+ p variables X1,X2...Xn, Y1, Y2...Yp, avec les
relations R1, R2...Ru, R
′
1, R
′
2...R
′
v , R
′′
1 , R
′′
2 , ...R
′′
w et les n(n−1)/2 relations qui
traduisent le fait que les variables X1,X2...Xn commutent entre elles. Le
lemme est de´montre´.
Fin de la de´monstration du the´ore`me 2.13. Nous explicitons la de´monstration
dont le principe est duˆ a` Kazhdan :
Par le lemme 2.16, H(G′F ;K
l
F ) est de pre´sentation finie ; c’est donc
l’alge`bre non commutative engendre´e surC par un nombre fini de ge´ne´rateurs
g1, g2...gn avec un nombre fini de relations R1, R2...Ru qu’on va regarder
comme des polynoˆmes non commutatifs en n variables qui s’annulent en
(g1; g2...gn). Par ailleurs, le lemme 2.15 nous fournit une famille finie {h1, h2...hp}
de ge´ne´rateurs de H(G′F ;K
l
F ). Soient alors Gi(1 ≤ i ≤ n) des polynoˆmes
en p variables qui applique´s a` (h1;h2...hp) donnent les g1, g2...gn, et Fi(1 ≤
i ≤ p) des polynoˆmes en n variables qui applique´s a` (g1; g2...gn) donnent
les h1, h2...hp. Soit s le plus grand nombre parmi les degre´s (totaux) des
polynoˆmes
R′1 = R1
(
(G1;G2...Gn)
)
, R′2 = R2
(
(G1;G2...Gn)
)
. . . R′u = Ru
(
(G1;G2...Gn)
)
et
F ′1 = F1
(
(G1;G2...Gn)
)
, F ′2 = F2
(
(G1;G2...Gn)
)
. . . F ′p = Fp
(
(G1;G2...Gn)
)
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et un compact K suffisamment grand dans G′F pour qu’il contienne tous
les produits de s e´le´ments qui se trouvent dans la re´union des supports de
tous les hi. Soit C ∈ AF de cardinal fini tel que K ⊂ G
′
F (C) (voir le lemme
2.14). Prenons l’entier m associe´ a` C comme dans le lemme 2.14. Notons
h′1, h
′
2...h
′
p les images de h1, h2...hp par ζ¯
l
DFDL
. De´finissons un morphisme
d’alge`bres t : C(g1, g2...gp)→ H(G
′
L;K
l
F ) de´fini par :
t(gi) = Gi
(
(h′1;h
′
2...h
′
p)
)
Ce morphisme ve´rifie t(Ri
(
(g1, g2...gn)
)
) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ u par le
choix de m relativement aux polynoˆmes R′1, R
′
2...R
′
u et par le lemme 2.14.
Il induit donc un morphisme d’alge`bres
t¯ : H(G′F ;K
l
F )→ H(G
′
L;K
l
L),
car H(G′F ;K
l
F ) est la C-alge`bre non commutative engendre´e par g1, g2...gn
avec les relations traduites par l’annulation des polynoˆmes R1, R2...Ru en
(g1; g2...gn). Or, ce morphisme d’alge`bres ve´rifie
t¯(hi) = h
′
i(2.22)
pour tout 1 ≤ i ≤ p par le choix de m relatif aux polynoˆmes F ′1, F
′
2...F
′
p et
par le lemme 2.14. Comme c’est un morphisme d’alge`bres, 2.22 et les lemmes
2.11 et 2.15 impliquent que pour tout A ∈ AF , pour tout (B˜; C˜) ∈ T˜F,l,A
on a
t¯(1Kl
F
B˜AC˜−1Kl
F
) = 1
Kl
L
(
ζ¯l
DFDL
(B˜)
)(
ζl
DFDL
(A)
)(
ζ¯l
DFDL
(C˜)
)
−1
Kl
L
.
Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui co¨ıncide avec ζ¯mDFDL sur
une base de H(G′F ;K
l
F ), on a t¯ = ζ¯
m
DFDL
, donc ζ¯mDFDL est un isomorphisme
d’alge`bres.
Nous rappelons que le niveau d’une repre´sentation lisse irre´ductible π de
G′F (resp. G
′
L) est le plus petit entier l tel que π ait un vecteur fixe non nul
sous K lF (resp. K
l
L). Soit π une repre´sentation lisse irre´ductible de niveau
infe´rieur ou e´gal a` l de G′F et notons Vpi l’espace de la repre´sentation π.
Alors H(G′F ;K
l
F ) agit sur V
Kl
F
pi , espace des vecteurs fixes sous K lF , par
f(v) = π(f)v
pour tout f ∈ H(G′F ;K
l
F ) et tout v ∈ V
Kl
F
pi . L’espace V
Kl
F
pi est ainsi muni
d’une structure deH(G′F ;K
l
F )-module. On note Vpi,H leH(G
′
F ;K
l
F )-module
V
KlF
pi pour le diffe´rencier du C-espace V
KlF
pi avec lequel il co¨ıncide ensemblis-
tement. On sait que Vpi,H est un H(G
′
F ;K
l
F )-module non nul irre´ductible et
que π 7→ Vpi,H induit une bijection entre l’ensemble des classes d’e´quivalence
de repre´sentations irre´ductibles de G′F de niveau infe´rieur ou e´gal a` l et
l’ensemble des classes d’isomorphie de H(G′F ;K
l
F )-modules irre´ductibles
([Be] ou [Ca2]). Maintenant, sim est comme dans le th. 2.13, l’isomorphisme
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ζ¯ lDFDL : H(G
′
F ;K
l
F ) ≃ H(G
′
L;K
l
L) induit une bijection (note´ toujours
ζ¯ lDFDL) entre l’ensemble des classes d’isomorphie de H(G
′
F ;K
l
F )-modules
irre´ductibles et l’ensemble des classes d’isomorphie de H(G′L;K
l
L)-modules
irre´ductibles. Donc l’image par ζ¯ lDFDL de la classe d’isomorphie de Vpi,H
est une classe d’isomorphie de H(G′L;K
l
L)-modules irre´ductibles et elle cor-
respond a` une classe d’e´quivalence CL de repre´sentations irre´ductibles de
niveau infe´rieur ou e´gal a` l de G′L. Si CF est la classe d’e´quivalence de la
repre´sentation π, on pose ζ¯ lDFDL(CF ) = CL.
The´ore`me 2.17. a) L’application ζ¯ lDFDL re´alise une bijection de l’ensemble
des classes d’e´quivalence des repre´sentations lisses irre´ductibles de G′F de
niveau infe´rieur ou e´gal a` l (resp. e´gal a` l) sur l’ensemble des classes
d’e´quivalence des repre´sentations lisses irre´ductibles de G′L de niveau infe´rieur
ou e´gal a` l (resp. e´gal a` l).
b) Soit π une repre´sentation lisse irre´ductible de G′F de niveau infe´rieur
ou e´gal a` l. Alors π est de carre´ inte´grable si et seulement si ζ¯ lDFDL(π) est
une repre´sentation de carre´ inte´grable de G′L.
c) Soit π une repre´sentation lisse irre´ductible de G′F de niveau infe´rieur
ou e´gal a` l. Alors π est cuspidale si et seulement si ζ¯ lDFDL(π) est une
repre´sentation cuspidale de G′L.
Remarque 2.18. On parle abusivement de ζ¯ lDFDL(π) alors que ζ¯
l
DFDL
n’est
de´finie que pour les classes d’e´quivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi
par la suite, puisque toutes les proprie´te´s des repre´sentations sont en fait
des proprie´te´s des classes d’e´quivalence.
De´monstration. a) Le fait que ζ¯ lDFDL soit une bijection de l’ensemble
des classes d’e´quivalence des repre´sentations lisses irre´ductibles de G′F de
niveau infe´rieur ou e´gal a` l sur l’ensemble des classes d’e´quivalence des
repre´sentations lisses irre´ductibles de G′L de niveau infe´rieur ou e´gal a` l
re´sulte de la discussion faite avant l’e´nonce´ du the´ore`me.
Soit maintenant Π(G′F , l) (resp. Π(G
′
F , l − 1)) l’ensemble des classes
d’e´quivalence de repre´sentations lisses irre´ductibles de niveau infe´rieur ou
e´gal a` l (resp. a` l − 1) de G′F . Adoptons les meˆmes notations pour G
′
L.
Alors ζ¯ lDFDL re´alise une bijection de Π(G
′
F , l) sur Π(G
′
L, l), et aussi (met-
tre l − 1 a` la place de l), ζ¯ l−1DFDL re´alise une bijection de Π(G
′
F , l − 1) sur
Π(G′L, l− 1). Par la remarque 2.9 et ce qu’on vient de voir, la restriction de
ζ¯ lDFDL a` Π(G
′
F , l− 1) induit ζ¯
l−1
DFDL
. Nous obtenons alors que ζ¯ lDFDL re´alise
une bijection de Π(G′F , l)\Π(G
′
F , l− 1) sur Π(G
′
L, l)\Π(G
′
L, l− 1), qui est la
variante “niveau exactement e´gal a` l” de l’e´nonce´.
b) Supposons maintenant que π soit de carre´ inte´grable. Soit σ une
repre´sentation (irre´ductible et de niveau infe´rieur ou e´gal a` l) se trouvant
dans l’image par ζ¯ lDFDL de la classe d’e´quivalence de π. Comme nous l’avons
dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
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f : V
KlF
pi ≃ V
KlL
σ
induit par ζ¯ lDFDL . L’isomorphisme f induit un isomorphisme, dans les es-
paces duaux munis des actions contragre´dientes :
f ′ : V
′Kl
F
pi ≃ V
′Kl
L
σ .
Soient v ∈ V
Kl
F
pi et v′ ∈ V
′Kl
F
pi tels que v′(v) 6= 0. Conside´rons le coefficient
non nul de π
hpi : G
′
F → C
de´fini par
g 7→ v′
(
π(g)(v)
)
.
Pour tout g ∈ G′F , hpi est constant sur K
l
F gK
l
F e´gal a` hpi(g). On a aussi
hpi(g) = vol(K
l
F gK
l
F )
−1v′
(
π(1Kl
F
gKl
F
)(v)
)
.(2.23)
La repre´sentation π e´tant de carre´ inte´grable, |hpi|
2 est trivial sur Z et
inte´grable sur G′F /Z. Exprimons cette proprie´te´ a` partir de la de´composition
G′F =
∐
A∈AF
∐
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
K lF B˜AC˜
−1K lF
(lemme 2.6.b)) en e´tudiant l’action par multiplication de Z la`-dessus. No-
tonsA0F le sous-ensemble deAF forme´ des matrices A = diag(π
a1
DF
;πa2DF ; ...π
ar
DF
)
telles que a1 ∈ {0; 1 ...d − 1}. Pour toute matrice A ∈ A
0
F notons AF (A)
l’ensemble des matrices obtenues a` partir de A par multiplication avec une
puissance de πF = π
d
DF
. C’est un sous-ensemble de AF . On a
AF =
∐
A∈A0
F
AF (A).
Montrons que, pour toutA ∈ A0F , l’ensemble
∐
A′∈AF (A)
∐
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
K lF B˜A
′C˜−1K lF
est stable sous l’action de Z par multiplication et e´tudions cette action. Iden-
tifions Z avec F ∗. Alors, si z est un e´le´ment de Z, z s’e´crit de fac¸on unique
z = παFx ou` x est un e´le´ment de O
∗
F . D’autre part, on a un isomorphisme
O∗F /(1F + P
l
F ) ≃ (OF /P
l
F )
∗.
On peut ainsi de´composer l’action de Z sur
∐
A′∈AF (A)
∐
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
K lF B˜A
′C˜−1K lF
puisque :
- si z = παF , alors zK
l
F B˜A
′C˜−1K lF s’e´crit K
l
F B˜A
′′C˜−1K lF ou` A
′′ = zA′ ∈
AF (A), et une simple ve´rification montre qu’on a aussi T˜F,l,A′′ = T˜F,l,A′,
- si z ∈ O∗F , alors :
- si z ∈ 1F + P
l
F , on a zK
l
F B˜A
′C˜−1K lF = K
l
F B˜A
′C˜−1K lF , tandis que
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- si z /∈ 1F + P
l
F , zK
l
F B˜A
′C˜−1K lF = K
l
F B˜
′A′C˜
′−1K lF , ou` (B˜
′; C˜ ′) est
un e´le´ment de T˜F,l,A diffe´rent de (B˜; C˜) et qui ne de´pend que de la classe
de z modulo 1F + P
l
F .
Finalement, dire que |hpi|
2 est inte´grable sur G′F /Z revient a` dire que la
somme
∑
A∈A0
F
( ∑
(B˜;C˜)∈T˜F,l,A
(
card((OF /P
l
F )
∗)
)−1
(2.24)
vol(K lF B˜AC˜
−1K lF ; dg)
(
vol(1F + P
l
F ; dz)
)−1
|hpi(B˜AC˜
−1)|2
)
est convergente.
Maintenant, f(v) est un e´le´ment de V
Kl
L
σ , f ′(v′) est un e´le´ment de V
′Kl
L
σ
et l’application
hσ : G
′
L → C
de´finie par
g 7→ f ′(v′)
(
σ(g)(f(v))
)
est un coefficient non nul de σ. Pour tout g ∈ G′L, hσ est constant sur
K lLgK
l
L e´gal a` hσ(g). On a aussi
hσ(g) = vol(K
l
LgK
l
L)
−1f ′(v′)
(
σ(1Kl
L
gKl
L
)(f(v))
)
.(2.25)
La fonction hσ est de carre´ inte´grable modulo le centre sur G
′
L si et
seulement si la somme∑
A∈A0
F
( ∑
(B˜;C˜)∈T˜
L,l,ζl
DFDL
(A)
(
card((OL/P
l
L)
∗)
)−1
(2.26)
vol(K lLB˜ζ
l
DFDL
(A)C˜−1K lL; dg)
(
vol(1L + P
l
L; dz)
)−1
|hσ(B˜ζ
l
DFDL
(A)C˜−1)|2
)
est convergente, ou` on a tenu compte du fait que ζ lDFDL re´alise une bijection
de A0F sur A
0
L. Mais cette somme correspond terme pour terme a` la somme
2.24 puisque
- les volumes des sous-ensembles de G′F et G
′
L qui se correspondent sont
e´gaux pour les mesures fixe´es sur G′F et G
′
L,
- les volumes des sous-ensembles des centres de G′F et G
′
L qui se corre-
spondent sont e´gaux pour les mesures fixe´es sur les centres F ∗ de G′F et L
∗
de G′L,
- card((OF /P
l
F )
∗) = card((OL/P
l
L)
∗) parce que les anneaux OF /P
l
F et
OL/P
l
L sont isomorphes,
- par construction de l’isomorphisme f ′ on a
v′
(
π(1Kl
F
gKl
F
)(v)
)
= f ′(v′)
(
σ(1Kl
L
gKl
L
)(f(v))
)
,
et alors 2.23 et 2.25 impliquent que
hσ(B˜AC˜
−1) = hpi(ζ¯
l
DFDL
(B˜)ζ lDFDL(A)ζ¯
l
DFDL
(C˜−1)).
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On vient de montrer qu’un coefficient non nul de σ est de carre´ inte´grable
sur G′L/Z. Donc σ est de carre´ inte´grable. La re´ciproque se montre exacte-
ment de la meˆme fac¸on.
c) Une repre´sentation est cuspidale si et seulement si elle admet un coef-
ficient non nul a` support compact modulo le centre. La de´monstration est
la meˆme que celle du point b), en plus facile : il faut remplacer “somme
convergente” avec “somme a` nombre fini de termes non nuls”.
Soit ψ un caracte`re additif non trivial de F . On dit que k est le conducteur
de ψ si k est le plus petit entier tel que P kF soit inclus dans ker ψ. On fixe
une fois pour toutes un caracte`re ψ non trivial de F de conducteur nul. Si π
est une repre´sentation lisse irre´ductible de G′F , on note L(s;π), ǫ(s;π;ψ) et
ǫ′(s;π;ψ) les fonctions de Godement-Jacquet ([GJ]). On sait que la fonction
ǫ(s;π;ψ) est e´gale a` q−ms, a` multiplication par un scalaire non nul pre`s, ou` q
est, comme avant, le cardinal du corps re´siduel de F , etm est un entier ([GJ],
th.3.3, (4)). D’apre`s [GJ], e´quation (3.3.5), page 33, l’entierm ne de´pend pas
du choix de ψ plus haut (une fois que son conducteur est nul) ; il ne de´pend
donc que de π : on le note par la suite m(π) et on l’appelle le conducteur
de π. En suivant [GJ], nous allons utiliser une formule particulie`re pour la
fonction ǫ′(s;π;ψ), tre`s commode pour les calculs. Supposons que le niveau
de π soit l. Soit f un coefficient de π tel que f est constant non nul sur
K lF (choisi comme dans la de´monstration du th. 2.17 b)). Prenons le cas
particulier Φ = 1Kl
F
ou` dans le th. 3.3 de [GJ]. Nous posons donc
Z(s; f) =
∫
Kl
F
f(g)|N(g)|sdg = f(1)vol(K lF )
ou` N est la norme re´duite. On sait par le dit the´ore`me qu’il existe s0 dans
R tel que, si s est un nombre complexe de partie re´elle supe´rieure ou e´gale
a` s0, alors
Z(s; fˇ) = q−nl
∫
pi−l
F
Mr(ODF )∩GLr(DF )
ψ(trMr(DF )/F (g))f(g
−1)|N(g)|sdg
converge et Z(s; fˇ) est une fraction rationnelles en la quantite´ q−s. Par les
points (2) et (4) du meˆme the´ore`me, ǫ′(s;π;ψ) est une fraction rationnelle
en la quantite´ q−s qui ve´rifie :
ǫ′(s;π;ψ) = (−1)r(d−1)Z(1− s+ (n− 1)/2; fˇ )Z(s+ (n− 1)/2; f)−1.
(2.27)
Nous adoptons les meˆmes conventions pour le corps L. Si L est m-proche
de F , le triplet dem-proximite´ (πF ;πL; λ¯
m
FL) associe´ induit naturellement un
isomorphisme de groupes additifs λ−m : π
−m
F OF /OF ≃ π
−m
L OL/OL. Alors,
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si ψL est un caracte`re additif de L, on dit que ψL est m-proche de ψ si ψL est
de conducteur nul et le caracte`re induit par ψ sur π−mF OF /OF et le caracte`re
induit par ψL sur π
−m
L OL/OL se correspondent via λ−m (i.e. ψ = ψL◦λ−m).
Le the´ore`me suivant est d’une importance capitale pour la de´monstration
de la correspondance :
The´ore`me 2.19. Si m est comme dans le the´ore`me 2.13, si L est un corps
m-proche de F , si ψL est un caracte`re additif de L m-proche de ψ, alors on
a :
a) si π est une repre´sentation lisse irre´ductible de niveau ≤ l de G′F , alors
les fonctions ǫ′(s;π;ψ) et ǫ′(s; ζ¯ lDFDL(π);ψL) sont e´gales,
b) si π est une repre´sentation cuspidale de niveau ≤ l de G′F , alors les
fonctions ǫ(s;π;ψ) et ǫ(s; ζ¯ lDFDL(π);ψL) sont e´gales ; en particulier m(π) =
m(ζ¯ lDFDL(π)).
De´monstration. On peut supposer que le niveau de π est l.
a) Posons πL = ζ¯
l
DFDL
(π). Soient f un coefficient de π et fL un coefficient
de πL choisis comme dans la de´monstration de la prop.2.17. Notons NL la
norme re´duite sur G′L. Montrons qu’on a alors :
(i) Z(s; f) = Z(s; fL) et
(ii) pour les s pour lesquels Z(s; fˇ) converge, Z(s; fˇL) converge et on a
Z(s; fˇ) = Z(s; fˇL).
Le point (i) est e´vident. Pour montrer (ii) on prouve que∫
pi−l
L
Mr(ODL)∩GLr(DL)
ψL(trMr(DL)/L(g))fL(g
−1)|NL(g)|
sdg =
=
∫
pi−l
F
Mr(ODF )∩GLr(DF )
ψ(trMr(DF )/F (g))f(g
−1)|N(g)|sdg,(2.28)
en montrant que les inte´grales prennent la forme de deux sommes identiques.
On a une de´composition
π−lF Mr(ODF ) ∩GLr(DF ) =
∐
A∈A+
F
∐
(B˜;C˜)∈T˜l,A,F
K lLB˜AC˜
−1K lL
ou` A+F est l’ensemble des matrices dans AF dans lesquelles toutes les puis-
sances de l’uniformisante πDF qui apparaissent sont supe´rieures ou e´gales
a` −ld (rappelons que πdDF = πF ). On a une de´composition analogue pour
π−lL Mr(ODL) ∩GLr(DL) qu’on peut e´crire
π−lL Mr(ODL)∩GLr(DL) =
∐
A∈A+
F
∐
(B˜;C˜)∈T˜l,A,F
K lLζ¯
l
DFDL(B˜)ζ
m
DFDL(A)ζ¯
l
DFDL(C˜
−1)K lL
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tenant compte du fait que ζmDFDL re´alise une bijection de A
+
F sur A
+
L et que,
pour tout A ∈ A+F , ζ¯
l
DFDL
re´alise une bijection de T˜l,A,F sur T˜l,ζm
DFDL
(A),L.
On a vu a` la proposition 2.17 que, par la construction de fL a` partir de
f , on a : pour tout A ∈ AF , pour tout (B˜; C˜) ∈ T˜l,A,F , f est constant sur
l’ensembleK lF B˜AC˜
−1K lF et fL est constant surK
l
Lζ¯
l
DFDL
(B˜)ζmDFDL(A)ζ¯
l
DFDL
(C˜−1)K lF ;
en outre les valeurs de f et fL sont e´gales. C’est pareil pour les fonctions
|N | et |NL| qui y sont constantes e´gales a` |N(A)|. On a aussi
vol(K lF B˜AC˜
−1K lF ) = vol(K
l
Lζ¯
l
DFDL(B˜)ζ
m
DFDL(A)ζ¯
l
DFDL(C˜
−1)K lL).
Par ailleurs, si on note U la matrice (uij)1≤i,j≤r ∈ GLr(DF ) de´finie par
uij = δi,r−j, alors pour tout A ∈ AF et pour tout (B˜; C˜) ∈ T˜l,A,F , la
fonction f(g−1) est constante sur l’ensemble
K lF C˜A
−1B˜−1K lF
e´gale a` f(B˜AC˜−1), et on a
K lF C˜A
−1B˜−1K lF = K
l
F (C˜U)(UA
−1U)(UC˜−1)K lF
ou` UA−1U ∈ AF et (C˜U ;UB˜
−1) ∈ T˜l,UA−1U,F . Le meˆme phe´nome`ne se
produit aussi sur G′L et toutes les applications des objets sur F vers les
objets correspondants sur L commutent a` l’action par multiplication de U ,
qui est une simple permutation de lignes ou colonnes.
Montrons encore que, si A ∈ A+F , si (B˜; C˜) ∈ T˜l,A,F , alors
– ψ ◦ trMr(DF )/F est constante sur K
l
F B˜AC˜
−1K lF ,
– ψL◦trMr(DL)/L est constante surK
l
Lζ¯
l
DFDL
(B˜)ζmDFDL(A)ζ¯
l
DFDL
(C˜−1)K lL,
et
– on a
ψ◦trMr(DF )/F (B˜AC˜
−1) = ψL◦trMr(DL)/L(ζ¯
l
DFDL(B˜)ζ
m
DFDL(A)ζ¯
l
DFDL(C˜
−1)).
Posons A = diag(πa1DF , π
a2
DF
...πarDF ) ou` a1 ≤ a2... ≤ ar. On rappelle qu’on
a A ∈ A+F et donc a1 ≥ −ld. Par conse´quent, la diffe´rence de deux e´le´ments
de l’ensemble K lF B˜AC˜
−1K lF est un e´le´ment deMr(ODF ), donc la diffe´rence
de leurs traces re´duites est un e´le´ment de OF et ψ est trivial sur OF . Donc
ψ◦trMr(DF )/F est constante surK
l
F B˜AC˜
−1K lF . De la meˆme fac¸on on montre
que ψL◦trMr(DL)/L est constante surK
l
Lζ¯
l
DFDL
(B˜)ζmDFDL(A)ζ¯
l
DFDL
(C˜−1)K lL.
Maintenant, montrer qu’on a
ψ◦trMr(DF )/F (B˜AC˜
−1) = ψL◦trMr(DF )/F (ζ¯
l
DFDL
(B˜)ζmDFDL(A)ζ¯
l
DFDL
(C˜−1)),
revient a` montrer que
ψ(π−lF trMr(DF )/F (B˜(π
l
FA)C˜
−1) =
= ψL(π
−l
L trMr(DL)/L(ζ¯
l
DFDL(B˜)(π
l
Lζ
m
DFDL(A))ζ¯
l
DFDL(C˜
−1))
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et, vu que ψL et ψ sont m-proches, et m ≥ l, il suffit de montrer que l’image
(bien de´finie) de
trMr(DF )/F (B˜(π
l
FA)C˜
−1)
dans OF /P
l
F et l’image (bien de´finie) de
trMr(DL)/L(ζ¯
l
DFDL(B˜)(π
l
Lζ
m
DFDL(A))ζ¯
l
DFDL(C˜
−1))
dans OL/P
l
L se correspondent par l’application λ¯
l
FL (induite par λ¯
m
FL).
Maintenant, si on choisit des repre´sentatnts B et C−1 de B˜ et de C˜−1,
puisque λ¯lDFDL (induit par λ¯
l
FL) est un isomorphisme d’anneaux deODF /P
dl
DF
surODL/P
dl
DL
, on a ζmDFDL(Bπ
l
FAC
−1)−ζmDFDL(B)ζ
m
DFDL
(πlFA)ζ
m
DFDL
(C−1) ∈
Mr(P
ld
DL
) et par conse´quent l’image dansOL/P
l
L de trMr(DL)/L(ζ
m
DFDL
(BπlFAC
−1))
est e´gale a` l’image dansOL/P
l
L de trMr(DL)/L(ζ
m
DFDL
(B)ζmDFDL(π
l
FA)ζ
m
DFDL
(C−1)).
Il nous suffit donc de montrer que l’image dansOF /P
l
F de trMr(DF )/F (B(π
l
FA)C
−1)
et l’image dans OL/P
l
L de trMr(DL)/L(ζ
m
DFDL
(BπlFAC
−1)) se correspondent
par l’application λ¯lFL. Mais la trace re´duite d’un e´le´ment de Mr(DF ) est
la somme des traces re´duites des e´le´ments diagonaux de cette matrice et de
meˆme pour DL, donc, pour avoir (enfin) le re´sultat voulu il nous suffit du
lemme suivant :
Lemme 2.20. Soit x ∈ ODF . Alors l’image de trDF /F (x) dans OF /P
l
F et
l’image de trDL/L(λ
m
DFDL
(x)) dans OL/P
l
L se correspondent par l’isomorphisme
λ¯lFL.
De´monstration. Reprenons les notations de la section 2.5. E´crivons
x =
d−1∑
i=0
πiDF ei
ou` tous les ei sont dans E, et meˆme dans OE puisque x ∈ ODF . Alors, par
de´finition,
λmDFDL(x) =
d−1∑
i=0
πiDF λ
m
EK(ei).
L’alge`bre DF agit sur le E-espace vectoriel DF de dimension d par multipli-
cation a` gauche et la trace re´duite de x sur F est la trace de l’endomorphisme
qui correspond a` x ; on peut la calculer facilement en choisissant dans le E-
espace DF la base π
0
DF
, π1DF , ...π
d−1
DF
. On trouve
trDF /F (x) =
d−1∑
i=0
σiF (e0).
Pareillement, on a
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trDL/L(λ
m
DFDL
(x)) =
d−1∑
i=0
σiL(λ
m
EK(e0)) =
d−1∑
i=0
λmEK(σ
i
F (e0)).
Pour tout 1 ≤ i ≤ d − 1, l’image de σiF (e0) dans OE/P
l
E et l’image de
λmEK(σ
i
F (e0)) dans OK/P
l
K se correspondent par l’isomorphisme λ¯
m
EK , et
donc l’image de trDF /F (x) dans OE/P
l
E et l’image de trDL/L(λ
m
DFDL
(x))
dans OK/P
l
K se correspondent aussi par l’isomorphisme λ¯
m
EK . Comme
trDF /F (x) ∈ OF et trDL/L(λ
m
DFDL
(x)) ∈ OL et que λ¯
m
EK : OE/P
l
E ≃ OK/P
l
K
induit λ¯mFL : OF /P
l
F ≃ OL/P
l
L, le lemme est de´montre´.
On peut donc de´composer les inte´grales dans l’e´galite´ 2.28 en des sommes
qui se correspondent terme a` terme et en de´duire que∫
pi−l
L
Mr(ODL )∩GLr(DL)
ψ(trMr(DL)/L(g))fL(g
−1)|NL(g)|
sdg =
=
∫
pi−l
F
Mr(ODF )∩GLr(DF )
ψL(trMr(DF )/F (g))f(g
−1)|N(g)|sdg.
On conclut maintenant par la relation 2.27 et par l’e´galite´ des fonctions
Z (pour un nombre infini de valeurs de q−s) montre´e.
b) Les facteurs ǫ et ǫ′ sont relie´s par la relation-de´finition :
ǫ′(s;π;ψ) = ǫ(s;π;ψ)L(1 − s; πˇ)L(s;π)−1.(2.29)
ou` πˇ est la repre´sentation contragre´diente de π.
Si G′F n’est pas le groupe des e´le´ments inversibles d’une alge`bre a` divi-
sion, alors la fonction L associe´e a` une repre´sentation cuspidale est triv-
iale. Comme la contragre´diente d’une repre´sentation cuspidale est une
repre´sentation cuspidale on conclut par le point a) ci-dessus et le the´ore`me
2.17.c).
Si G′F est le groupe des e´le´ments inversibles d’une alge`bre a` division,
alors on sait que si π est une repre´sentation de G′F ou G
′
L on a m(π) =
niv(π) + n − 1. Comme ζmDFDL conserve le niveau, nous savons donc de´ja`
qu’elle conserve le conducteur. Autrement dit, le rapport
ǫ(s;πF ;ψ)/ǫ(s;πL;ψL) = c(2.30)
ou` c est une constante. Reste a` montrer que c = 1.
Si π est une repre´sentation de G′F ou G
′
L on a
L(1− s; πˇ)L(s;π)−1 = Upi(q
−s)
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ou`
Upi(X) = 1 ou Upi(X) =
X(1 − αX)
X − β
(2.31)
avec α et β deux nombres complexes (facile a obtenir a` partir de [GJ],
th.5.11). Les e´galite´s 2.29, 2.30 et le point a) impliquent alors :
UpiL/UpiF = c.
Des calculs simples montrent que, quelle que soit la forme de UpiF et UpiL
(voir 2.31), on doit avoir c = 1.
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3. Conse´quences imme´diates
Dans cette section nous donnons une preuve du fait que les re´sultats de
[Ba3], a priori valables en caracte´ristique nulle, sont vrais inde´pendamment
de la caracte´ristique. Ce sont les the´ore`mes 3.1 et 3.2 plus bas. Ce n’est
pas la preuve la plus simple, ni la plus naturelle qui soit, e´tant base´e sur la
construction faite a` la section pre´ce´dente. D’autre part, ces re´sultats sont
un corollaire imme´diat de la dite construction et sont, aussi, indispensables
pour la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands en caracte´ristique
non nulle. Ils e´taient donc incontournables.
Soit F un corps local non archime´dien, soit D une alge`bre a` division
centrale de dimension finie d2 sur F , soit r un entier strictement positif et
posons A =Mr(D). On pose n = rd.
The´ore`me 3.1. a) Si π est une repre´sentation cuspidale de A∗, alors on a
niv(π) ≤
m(π)
r
− d+ 2.
b) Si π est une repre´sentation lisse irre´ductible quelconque de A∗, alors
on a
niv(π) ≤ m(π)− n+ 2r.
Soit maintenant F un corps global et soit A une alge`bre centrale simple de
dimension finie sur F . Soient F ∗(A) et A∗(A) les groupes des ade`les de F ∗
et A∗ respectivement. On identifie F ∗ au centre de A∗ et F ∗(A) au centre
de A∗(A). Pour toute place v de F on note Fv et Av les localise´s de F et de
A en v.
The´ore`me 3.2. Soit V un ensemble fini de places finies de F . Si pour toute
place v /∈ V on fixe une repre´sentation lisse irre´ductible πv de A
∗
v, alors il
existe au plus un nombre fini de classes d’e´quivalence de repre´sentations au-
tomorphes cuspidales π de A∗(A), telles que, pour tout v /∈ V , la composante
locale de π a` la place v soit e´quivalente a` πv.
La preuve des deux the´ore`mes est tre`s concise : Dans [Ba3], nous avons
montre´ que le th.3.1.a) implique le th.3.1.b) qui a` son tour implique le th.3.2,
et ce inde´pendamment de la caracte´ristique. De`s lors, le seul proble`me reste
le point 3.1.a). Il a e´te´ prouve´ dans [Ba3] en caracte´ristique nulle. Pour
boucler la de´monstration nous indiquons ici la preuve dans le cas ou` F est
de caracte´ristique non nulle. Si, dans ce cas, π est une repre´sentation cusp-
idale de A∗ = GLr(D) de niveau l, alors en se plac¸ant dans la situation des
the´ore`mes 2.17 et 2.19 et avec les meˆmes notations, nous pouvons appliquer
le th.3.1.a) a` la repre´sentation cuspidale (par 2.17.c)) ζ¯ lDFDL(π), puisque le
corps L est de caracte´ristique nulle. On obtient ensuite la meˆme relation
pour π, car l’application ζ¯ lDFDL conserve toutes les quantite´s qui apparais-
sent dans l’ine´galite´ (par construction pour r et n, par th.2.17.a) pour le
niveau et 2.19.b) pour le conducteur).
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Le the´ore`me 3.2 applique´ a` une situation particulie`re (la prop.5.6) jouera
un roˆle important dans la de´monstration de la correspondance.
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4. Quelques re´sultats d’analyse harmonique sur des structures
proches
Soit F un corps local non archime´dien de caracte´ristique non nulle et DF
une alge`bre a` division centrale sur F de dimension d2. Soit r ∈ N∗. On pose
n = dr et GF = GLn(F ) et G
′
F = GLr(DF ). Comme en caracte´ristique
nulle, on veut trouver une correspondance entre les repre´sentations essen-
tiellement de carre´ inte´grable de GF et les repre´sentations essentiellement
de carre´ inte´grable de G′F . Le fait essentiel pour lequel la de´monstration ne
marche pas comme en caracte´ristique nulle est qu’on n’a pas l’orthogonalite´
des caracte`res sur G′F . Je ne pense pas qu’on puisse l’obtenir directement
comme sur GF , meˆme si on a construit dans la section pre´ce´dente une sit-
uation proche en caracte´ristique nulle, parce qu’on ne sait pas “relever” les
inte´grales orbitales, et surtout parce qu’on n’a pas l’inte´grabilite´ locale des
caracte`res pour les repre´sentations de G′F . C’est pourquoi on va e´tudier
plutoˆt GF et G
′
F en paralle`le. Plus pre´cisement on aura a` tout instant en
me´moire le carre´ :
GL
1
−−−−→ G′L
2
x 2′
x
GF ........ G
′
F
ou` L est un corps proche de F qui est de caracte´ristique nulle. La fle`che 1 est
la correspondance (qu’on va noter CL) de´ja` e´tablie en caracte´ristique nulle,
les fle`ches 2 et 2’ sont les applications du type ζ¯mFL et ζ¯
m
DFDL
, et on voudrait
de´finir une correspondance a` la place ou` on a mis sur le dessin des pointille´s.
Les ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et verti-
cales sont de natures tre`s diffe´rentes : pour pouvoir user de 2 et 2’ on doit
eˆtre suˆr que les objets qu’on veut transfe´rer sont constants sur des ouverts
assez “gros”, alors que pour la fle`che 1 on ne sait pas en quelle mesure elle
conserve la proprie´te´ “eˆtre constant sur un ouvert assez gros” (que ce soit
pour des fonctions, pour leurs inte´grales orbitales ou pour les caracte`res de
repre´sentations). C’est a` l’e´tude de ce proble`me que la pre´sente section est
de´die´e. Un autre proble`me de´coule du fait que les correspondances verticales
2 et 2’ sont partielles et envoyent certaines repre´sentations des groupes d’en
bas sur certaines repre´sentations des groupes d’en haut, et pour obtenir
des renseignements sur une autre repre´sentation on est oblige´ de changer
de corps L. Pour re´gler ce proble`me il faut se placer dans une situation
ou` le niveau de toutes les repre´sentations qui apparaissent est borne´ uni-
forme´ment, et c’est ce qu’on va faire dans la section 5 (suivante) au cours
de la de´monstration proprement dite.
Dans les sous-sections 1, 2 et 3 nous nous inte´ressons seulement a` GLn(F ).
C’est dans la section 4 qu’on de´montre le seul re´sultat sur les formes inte´rieures
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de GLn(F ) dont nous avons besoin par la suite.
4.1. E´le´ments proches. Soient F et L deux corps locaux non archime´diens
m-proches. On reprend toutes les notations de la section 2, notamment λmEK .
On note vF et vL les valuations sur F et L respectivement.
Si a ∈ F ∗, b ∈ L et 0 < l ≤ m on dit que a et b sont l-proches si
(b − λmFL(a)) ∈ P
(l+vF (a))
L . On note alors a ∼l b. On remarquera que b
est alors non nul, car il a la meˆme valuation que a. On conside`re que les
e´le´ments nuls de F et L sont l-proches pour tout l.
Soient a ∈ F ∗ et b ∈ L∗. Si a = π
vF (a)
F a
′ avec a′ ∈ O∗F et b = π
vL(b)
L b
′
avec b′ ∈ O∗L, alors a ∼l b si et seulement si on a l’e´galite´ vF (a) = vL(b) et
que l’image par λ¯mFL de la classe de a
′ dans OF /P
m
F et la classe de b
′ dans
OL/P
m
L sont e´gales modulo P
l
L.
PROPRIE´TE´S
1) Pour tout x ∈ F , x et λmFL(x) sont m-proches,
2) Pour tout a ∈ F et b ∈ L qui sont l-proches, pour tout i ∈ Z, πiFa et
πiLb sont l-proches,
3) Si a1 et a2 sont dans F et b1 et b2 sont dans L, si a1 ∼l b1 et a2 ∼l b2,
alors a1a2 ∼l b1b2,
4) Soit A un ensemble fini et pour tout i ∈ A, ai un e´le´ment de F et bi
un e´le´ment de L tel que
∑
A
ai 6= 0. On pose l
′ = l+ vF (
∑
A
ai)−min
A
(vF (ai)).
Si m ≥ l′ et pour tout i ∈ A, ai ∼l′ bi, alors on a :
∑
A
ai ∼l
∑
A
bi.
Les premie`res trois proprie´te´s sont triviales. Pour de´montrer la quatrie`me
on e´crit
λmFL(
∑
A
ai)−
∑
A
bi = λ
m
FL(
∑
A
ai)−
∑
A
λmFL(ai) +
∑
A
λmFL(ai)−
∑
A
bi =
λmFL(
∑
A
ai)−
∑
A
λmFL(ai) +
∑
A
(
λmFL(ai)− bi
)
.
Or, pour tout i on a ai ∼l′ bi et donc
λmFL(ai)− bi ∈ P
l+vF (
∑
A
ai)
F
d’ou` ∑
A
(
λmFL(ai)− bi
)
∈ P
l+vF (
∑
A
ai)
F .
Reste a` montrer que
λmFL(
∑
A
ai)−
∑
A
λmFL(ai) ∈ P
l+vF (
∑
A
ai)
F .
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En e´crivant, pour tout i, ai = π
minA vF (ai)
F a
′
i, a
′
i ∈ OF , on a
λmFL(
∑
A
ai) = π
minA vF (ai)
L λ
m
FL(
∑
A
a′i)
et, pour tout i,
λmFL(ai) = π
minA vF (ai)
L λ
m
FL(a
′
i).
Il suffit donc de ve´rifier que
∑
A
a′i−
∑
A
λmFL(a
′
i) ∈ P
l′
L . Mais comme les a
′
i sont
dans OF et les corps sont m-proches, alors par le fait que λ¯
m
FL est induit par
λmFL (sous-section 2.5.1), λ
m
FL(
∑
A
a′i) −
∑
A
λmFL(a
′
i) ∈ P
m
L ; comme m ≥ l
′ le
re´sultat est prouve´.
Sur le F -espace vectoriel Fn on conside`re la valuation vFn((a1; a2; ...an)) =
min
1≤i≤n
vF (ai). On rappelle que, si F et L sontm-proches on e´tend l’isomorphisme
λmFL de fac¸on naturelle, composante par composante, en un isomorphisme
de Fn sur Ln. Si a = (a1; a2; ...an) ∈ F
n et b = (b1; b2; ...bn) ∈ L
n et si
0 < l ≤ m on dit que a et b sont l-proches si a et b sont nuls tous les deux ou
si a est non nul et que pour tout i on a bi−λ
m
FL(ai) ∈ P
l+vFn(a)
L . Si U est un
F -espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base, et V un L-espace
vectoriel de meˆme dimension n muni d’une base, alors on peut identifier U
a` Fn et V a` Ln et parler d’e´le´ments l-proches de U et V . Cette extension
de la de´finition des e´le´ments proches s’applique en particulier aux espaces
de matrices Mn(F ) et Mn(L).
4.2. E´le´ments proches et polynoˆmes. Si P est un polynoˆme en n2 vari-
ables commutatives X11,X12, ...Xnn a` coefficients dans Z, si M = (mij) ∈
Mn(F ) (ou Mn(L)), on pose P (M) = P (mij) ∈ F (ou L). E´nonc¸ons quatre
propositions qui nous seront utiles par la suite:
Proposition 4.1. Si M,M ′ ∈Mn(F ) alors vMn(F )(MM
′) ≥ vMn(F )(M) +
vMn(F )(M
′).
Proposition 4.2. Soit M ∈ GLn(F ). Pour tout k > 0 on a :
M +Mn(P
k−vMn(F )(M
−1)
F ) ⊂ K
k
FMK
k
F ⊂M +Mn(P
k+vMn(F )(M)
F ).
Proposition 4.3. Si k > 0 est fixe´, si M ∈ GLn(F ), en posant
m = k − vMn(F )(M)− vMn(F )(M
−1)
on a : si F et L sont m-proches, alors ζmFL(M) ∈ ζ¯
m
FL(K
k
FMK
k
F ).
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Proposition 4.4. Supposons que F est de caracte´ristique non nulle p. Soit
P ∈ Z[X11,X12, ...Xnn]. Soient k > 0 et M ∈Mn(F ) fixe´s.
a) On suppose que tous les coefficients de P se trouvent dans l’ensemble
{1, 2...p−1} et que P (M) 6= 0. On pose S = {s tel que s est un monoˆme de P}
et
m = k + vF (P (M)) −min
s∈S
vF (s(M))− vMn(F )(M)− vMn(F )(M
−1).
Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N ∈ ζ¯mFL(K
m
F MK
m
F ) on a
P (M) ∼k P (N).
b) On ne fait aucune supposition sur les coefficients de P , mais on suppose
toujours que P (M) 6= 0. E´crivons P = Q+pR ou` Q,R ∈ Z[X11,X12, ...Xnn]
et tous les coefficients de Q se trouvent dans l’ensemble {1, 2...p − 1}. Soit
µ le degre´ total de R, S = {s tel que s est un monoˆme de Q} et
m = max{k + vF (P (M)) −min
s∈S
vF (s(M))− vMn(F )(M)− vMn(F )(M
−1);
k + vF (P (M)) + max{0;−µvMn(F )(M)}}.
Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N ∈ ζ¯mFL(K
m
F MK
m
F ) on a
P (M) ∼k P (N).
c) Supposons que P (M) = 0. Alors il existe m tel que, si F et L sont
m-proches, pour tout N ∈ ζ¯mFL(K
m
F MK
m
F ) on ait vL(P (N)) ≥ k.
De´monstrations.
PROPOSITION 4.1 : Pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout 1 ≤ j ≤ n on a
vF (
n∑
k=1
mikm
′
kj) ≥ min
1≤k≤n
vF (mik) + min
1≤k≤n
vF (m
′
kj)
d’ou` le re´sultat.
PROPOSITION 4.2 : Si A =M +B ou` B ∈Mn(P
k−vMn(F )(M
−1)
F ) alors
A =M(Id+M−1B) ∈MKkF
par la prop.4.1, d’ou` la premie`re inclusion.
Si A = (Id+B)M(Id+C) avec B,C ∈Mn(P
k
F ), alors
A =M +BMC +BM +MC
ou` BMC,BM et MC se trouvent dans Mn(P
k+vMn(F )(M)
F ) par la prop.4.1,
d’ou` la deuxie`me inclusion.
PROPOSITION 4.3 : Soit M = BAC, ou` B ∈ GLn(OF ), C ∈ GLn(OF ) et
A ∈ AF . On a vu qu’alors
ζ¯mFL(K
k
FMK
k
F ) = K
k
Lζ
m
FL(B)ζ
m
FL(A)ζ
m
FL(C)K
k
L.
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Pour montrer que ζmFL(M) ∈ ζ¯
m
FL(K
k
FMK
k
F ) il suffit, par la prop.4.2, de
montrer que
ζmFL(BAC)− ζ
m
FL(B)ζ
m
FL(A)ζ
m
FL(C) ∈Mn(P
u
L)
ou`
u = k−vMn(L)((ζ
m
FL(B)ζ
m
FL(A)ζ
m
FL(C))
−1) = k−vMn(F )(M
−1) = m+vMn(F )(M).
On a utilise´ pour la deuxie`me e´galite´ le fait que
- ζmFL(B) ∈ GLn(OL),
- ζmFL(C) ∈ GLn(OL) et
- vL(ζ
m
FL(A
−1)) = vF (A
−1) = v(C−1M−1B−1) = vF (M
−1). Pour les
meˆmes raisons, vMn(F )(M) = vMn(F )(A) et si on e´crit
A = diag(πa1F ;π
a2
F ...π
an
F ),
alors vMn(F )(A) = a1. Donc la relation a` montrer est
ζmFL(BAC)− ζ
m
FL(B)ζ
m
FL(A)ζ
m
FL(C) ∈Mn(P
m+a1
L ) ;
ou encore :
ζmFL(Bπ
−a1
F AC)− ζ
m
FL(B)ζ
m
FL(π
−a1
F A)ζ
m
FL(C) ∈Mn(P
m
L ),
qui est e´vidente, car B,C, π−a1F A ∈Mn(OF ) et on peut appliquer le fait que
l’application ζ¯mFL est induite par la restriction de ζ
m
FL.
PROPOSITION 4.4 : Le partage du premier re´sultat de ce the´ore`me (hy-
pothe`se P (M) 6= 0) en point a) et point b) vient du fait que, si F et L
sont m-proches la somme a` l termes 1 + 1 + ... + 1 dans les corps F et L
respectivement donne des e´le´ments m-proches pour l < p (voir la proprie´te´
4 page 37), mais pas pour l = p. Le point c) traite du cas P (M) = 0 ou` le
re´sultat est de nature diffe´rente.
a) Par la proposition 4.3, ζmFL(M) ∈ ζ¯
m
FL(K
m
F MK
m
F ). Par la proposition
4.2, N − ζmFL(M) ∈ Mn(P
m−vMn(F )(M
−1)
F ) et donc N et ζ
m
FL(M) sont [m −
vMn(F )(M
−1)− vMn(F )(M)]-proches. Mais
m− vMn(F )(M
−1)− vMn(F )(M) = k + vF (P (M)) −min
v∈S
vF (s(M)).
Donc les coefficients de meˆmes indices des deux matrices respectivement sont
[k + vF (P (M)) − min
v∈S
vF (s(M))]-proches. Par la proprie´te´ 3, pour chaque
s ∈ S, s(M) et s(N) sont [k + vF (P (M)) − min
v∈S
vF (s(M))]-proches. Les
coefficients devant ces monoˆmes se trouvent dans l’ensemble {1, 2...p − 1}.
Les e´le´ments 1F et 1L sont m-proches par la condition impose´e dans la
de´finition de l’application λmFL. Alors, par la proprie´te´ 4, pour tout l ∈
{1, 2...p−1}, les sommes a` l termes 1+1+ ...+1 dans F et L respectivement
sontm-proches. Ainsi P (M) et P (N) sont des sommes non nulles d’e´le´ments
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[k+vF (P (M))−min
v∈S
vF (s(M))]-proches deux a` deux. Donc, par la proprie´te´
4, P (M) et P (N) sont k-proches.
b) Par le point a) et le choix de m, Q(M) et Q(N) sont k-proches. Re-
marquons que la caracte´ristique de F e´tant p, Q(M) = P (M). Il suffit de
montrer donc que Q(N) + pR(N) et Q(N) sont k-proches. Or, si L est un
corps de caracte´ristique nulle m-proche de F , alors l’image de la somme a`
p termes 1 + 1 + ... + 1 dans OL/P
m
L est la classe de 0, donc la valuation
de l’e´le´ment 1 + 1 + ... + 1 (p fois 1) est supe´rieure a` m. Par le choix de
m dans l’hypothe`se, pR(N) ∈ P
k+vL(Q(N))
L et donc Q(N) + pR(N) et Q(N)
sont k-proches.
c) Conside´rons le polynoˆme Q(X) = P (X) + 1. On a Q(M) 6= 0 et on
peut appliquer le point b) a` Q. Or, si Q(M) et Q(N) sont k-proches, alors
Q(N)− ζmFL(Q(M)) ∈ P
k
L . Mais
Q(N)− ζmFL(Q(M)) = (P (N) + 1)− 1 = P (N)
d’ou` le re´sultat.
4.3. E´le´ments proches et polynoˆmes caracte´ristiques, cas de GLn.
Soit F un corps local de caracte´ristique non nulle p. Soit PM un polynoˆme
unitaire de degre´ n a` coefficients dans F et se´parable (sans racine multiple),
et M la matrice compagnon de PM . Soit l > 0.
Proposition 4.5. Il existe deux entiers, m ≥ l et s, qui ne de´pendent que
de PM et de l, tels que, si L est un corps local de caracte´ristique nulle
m-proche de F , on ait : si g est un e´le´ment de GL (resp. de GF ) dont
le polynoˆme caracte´ristique est s-proche de PM , alors g est conjugue´ a` un
e´le´ment de ζ¯mFL(K
l
FMK
l
F ) (resp. de K
l
FMK
l
F ).
De´monstration. On pose
s = l − vMn(F )(M)− vMn(F )(M
−1)
et
m = s.
Par la proposition 4.3 et le choix de m, ζmFL(M) ∈ ζ¯
m
FL(K
l
FMK
l
F ) et donc
ζ¯mFL(K
l
FMK
l
F ) = K
l
Lζ
m
FL(M)K
l
L.
D’autre part, si KFMKF = KFAKF , A ∈ AF , alors
vMn(F )(M) = vMn(F )(A)
et
vMn(F )(M
−1) = vMn(F )(A
−1).
Comme on a ζ¯mFL(K
l
FMK
l
F ) = K
l
Lζ
m
FL(M)K
l
L, on en de´duit que
ζmFL(M) ∈ K
l
Lζ
m
FL(A)K
l
L
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et que
vMn(L)(ζ
m
FL(M)) = vMn(L)(ζ
m
FL(A))
et
vMn(L)(ζ
m
FL(M)
−1) = vMn(L)(ζ
m
FL(A)
−1).
Bref,
vMn(F )(M) = vMn(L)(ζ
m
FL(M))
et
vMn(F )(M
−1) = vMn(L)(ζ
m
FL(M)
−1).
On peut donc e´crire :
s = l − vMn(L)(ζ
m
FL(M)) − vMn(L)(ζ
m
FL(M)
−1).
On remarque par ailleurs que ζmFL(M) est la matrice compagnon de ζ
m
FL(PM ).
Donc, si P est un polynoˆme s-proche de PM , alors P est un polynoˆme s-
proche du polynoˆme caracte´ristique Pζm
FL
(M) de ζ
m
FL(M) aussi. Donc la ma-
trice compagnon Comp(P ) de P sera s-proche de ζmFL(M). Par conse´quent
Comp(P )− ζmFL(M) ∈Mn(P
s+vMn(L)(ζ
m
FL(M))
L ) =Mn(P
l−vMn(L)(ζ
m
FL(M)
−1)
L ).
Par la proposition 4.2 on a alors
Comp(P ) ∈ K lLζ
m
FL(M)K
l
L = ζ¯
m
FL(K
l
FMK
l
F ).
On conclut par le fait que si g ∈ GLn(F ) a le meˆme polynoˆme caracte´ristique
P que Comp(P ), alors g et Comp(P ) sont conjugue´s (car P est sans racine
multiple).
Proposition 4.6. Soit π une repre´sentation de carre´ inte´grable de GF . Soit
M un e´le´ment elliptique re´gulier de GF . Soit PM le polynoˆme caracte´ristique
de M . Il existe alors m et s qui ne de´pendent que de π et de PM tels que,
si L est un corps local de caracte´ristique nulle m-proche de F , on ait : pour
tout e´le´ment g de GL dont le polynoˆme caracte´ristique est s-proche de PM ,
on a
χζ¯m
FL
(pi)(g) = χpi(M).
De´monstration. On peut supposer que M est la matrice compagnon de
PM , puisque les caracte`res sont constants sur une classe de conjugaison.
Dans [Ba2] nous montrons a` la page 65, au cours de la de´monstration du
th.4.3, qu’il existe l tel que χpi soit constant sur K
l
FMK
l
F et m tel que, si L
est un corps m-proche de F , alors χζ¯m
FL
(pi) soit constant sur ζ¯
m
FL(K
l
FMK
l
F ),
et ces deux constantes sont e´gales. Les entiers l et m ne de´pendent que
de M et de π. (Ce rele`vement local des caracte`res ne se fait que pour des
repre´sentations de carre´ inte´grable et pour un M elliptique re´gulier, car il
passe par un rele`vement local de l’inte´grale orbitale d’un pseudocoefficient.)
Nous appliquons ensuite la prop.4.5 pour ce l et, quitte a` augmenter m, nous
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avons le re´sultat. Les entiers m et s obtenus ne de´pendent que de l, M et
π, mais l ne de´pend a` son tour que de M et π, et M ne de´pend que de PM ,
e´tant sa matrice compagnon.
4.4. E´le´ments proches et polynoˆmes caracte´ristiques, cas des formes
inte´rieures de GLn. Dans cette sous-section on de´montre un re´sultat sur
les formes inte´rieures de GLn(F ) (la proposition 4.10). Soit DF une alge`bre
a` division centrale de dimension d2 sur F . Soit E une extension non ram-
ifie´e de dimension d sur F incluse dans DF . On supppose qu’on a fixe´ une
uniformisante πF de F (et de E aussi), ainsi qu’une uniformisante πDF de
DF et un ge´ne´rateur σE de Gal(E/F ) qui correspondent a` DF comme dans
la sous-section 2.4. Soit r un entier strictement positif et G′F = GLr(DF ).
On pose n = rd. Chaque fois qu’on se donne L un corps local m-proche
de F , on conside`re que le triplet correspondant est choisi de fac¸on a` ce que
l’uniformisante de F qui y apparaˆıt soit πF . On reprend alors toutes les
notations de la section pre´ce´dente pour K, DL et tous les objets qui leur
sont associe´s, avec une seule exception : la dimension de DF sur F est note´e
ici d alors que dans la section pre´ce´dente elle e´tait note´e n. On rappelle que
la base de voisinages {K lF }l∈N de l’identite´ avec laquelle on a travaille´ sur
G′F est associe´e a` la base de voisinages {P
dl
DF
}l∈N de 0 et non pas a` la base
de voisinages {P lDF }l∈N.
Proposition 4.7. SiM,M ′ ∈Mr(DF ) alors vMr(DF )(MM
′) ≥ vMr(DF )(M)+
vMr(DF )(M
′).
Proposition 4.8. Soit M ∈ GLr(DF ). Pour tout k > 0 on a :
M +Mr(P
d(k−vMr(DF )(M
−1))
DF
) ⊂ KkFMK
k
F ⊂M +Mr(P
d(k+vMr(DF )(M))
DF
).
Proposition 4.9. Si k > 0 est fixe´, si M ∈ GLr(DF ), en posant m =
k − vMr(DF )(M) − vMr(DF )(M
−1) on a : si F et L sont m-proches, alors
ζmDFDL(M) ∈ ζ¯
m
DFDL
(KkFMK
k
F ).
De´monstrations. Les de´monstrations des propositions 4.1 et 4.2 s’appliquent
aux propositions 4.7 et 4.8 sans changement. Pour la proposition 4.9 il y a
un petit proble`me car l’uniformisante de DF ne commute pas avec tous les
e´le´ments deDF donc il faut ve´rifier que ζ
m
DFDL
(BAC)−ζmDFDL(B)ζ
m
DFDL
(A)ζmDFDL(C) ∈
Mn(P
d(m−a1)
L ) est toujours vrai. On multiplie par π
−a1
DF
comme dans la
de´monstration de la proposition 4.3 et on e´crit :
π−a1DL ζ
m
DFDL(BAC) = ζ
m
DFDL(π
−a1
DF
BAC) = ζmDFDL
(
σa1E (B)(π
−a1
DF
A)C
)
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car nous avons de´fini ζmDFDL de sorte qu’elle commute a` la multiplication
par les uniformisantes (proprie´te´ 2).
Maintenant
π−a1DL ζ
m
DFDL
(B)ζmDFDL(A)ζ
m
DFDL
(C) = σa1K
(
ζmDFDL(B)
)
π−a1DL ζ
m
DFDL
(A)ζmDFDL(C)
= σa1K
(
ζmDFDL(B)
)
ζmDFDL(π
−a1
DF
A)ζmDFDL(C).
On a aussi
ζmDFDL
(
σa1E (B)
)
= σa1K
(
ζmDFDL(B)
)
par la relation 2.13, page 14. Il faut donc montrer que
ζmDFDL
(
σa1E (B)(π
−a1
DF
A)C
)
−ζmDFDL
(
σa1E (B)
)
ζmDFDL(π
−a1
DF
A)ζmDFDL(C) ∈Mr(P
k
DF
).
On conclut comme dans la de´monstration de la proposition 4.3, car σa1E (B), π
−a1
DF
A
et C sont dans Mr(ODF ).
Proposition 4.10. Soient M ′ ∈ G′F et k ∈ N. Il existe un entier m tel
que, si F et L sont m-proches, alors pour tout g′ ∈ ζ¯mDFDL(K
m
DF
M ′KmDF ) les
polynoˆmes caracte´ristiques de M ′ et g′ sont k-proches.
De´monstration. On rappelle la proposition de la page 295, [Pi] :
Soit A une alge`bre centrale simple sur F de dimension n2. Soit E une
extension de dimension n de F . Alors, si on a un morphisme d’alge`bres
unitaires Ψ : A → Mn(E), pour tout e´le´ment g de A, le polynoˆme car-
acte´ristique de Ψ(g) (qui a priori a des coefficients dans E) a tous ses coef-
ficients dans F et c’est le polynoˆme caracte´ristique de g.
Dans notre cas, A = Mr(DF ). Elle agit sur D
r
F . En e´crivant DF =⊕
0≤i≤d
πiDFE on a un isomorphisme D
r
F ≃ E
n et par conse´quent une ac-
tion de Mr(DF ) sur E
n. On a obtenu donc un morphisme d’alge`bres
Ψ :Mr(DF )→Mn(E). Le polynoˆme caracte´ristique deM
′ est alors e´gal au
polynoˆme caracte´ristique de Ψ(M ′). On va calculer ce dernier en fonction
des coefficients de M ′. Supposons que M ′ s’e´crit M ′ = (m′ij)1≤i,j≤r et que
Ψ(M ′) s’e´crit (nst)1≤s,t≤n. Supposons maintenant que pour tout i et j, m
′
ij
s’e´crit sur la base 1, πDF , π
2
DF
...πd−1DF de DF sur E :
m′ij =
∑
0≤k≤d−1
πkDF e
k
ij , e
k
ij ∈ E.
Pour tout 0 ≤ l ≤ d − 1, pour tout tel ekij posons e
kl
ij = σ
l
E(e
k
ij). On peut
fabriquer une matrice U(M ′) = (uvw)1≤v,w≤n a n lignes et n colonnes et a`
coefficients dans E en posant pour tout 1 ≤ v,w ≤ n : uvw = e
kl
ij ou` i, j, k
et l sont de´finis comme suit : l est le quotient de la division euclidienne
de v par r, i − 1 est le reste de la division euclidienne de v par r, k est
le quotient de la division euclidienne de w par r et j − 1 est le reste de la
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division euclidienne de w par r.
Notation : Si P est un polynoˆme dans Z[X11,X12, ...Xnn][t], si A =
(aij)1≤i,j≤n est une matrice dansMn(F ), si x ∈ F , l’e´le´ment P (a11; a12; ...; ann;x)
de F sera note´ abre´ge´ P (A;x).
Lemme 4.11. Pour tout 1 ≤ s, t ≤ n il existe un polynoˆme inde´pendant
de M ′, Pst ∈ Z[X11,X12, ...Xnn][t], dont le degre´ total en les variables
X11,X12, ...Xnn est 1, tel qu’on ait nst = Pst(U(M
′);πF ).
De´monstration. Il suffit de ve´rifier cette proprie´te´ pour des matrices du
type Mkei0j0 = (m
′
ij)1≤i,j≤r ou` m
′
ij = δi0iδj0jπ
k
DF
e ou` i0, j0 sont des entiers
entre 1 et r, k est un entier entre 1 et d, et e ∈ E, car l’ensemble forme´
par ces matrices engendre Mr(DF ) sur Z et les polynoˆmes conside´re´s sont
de degre´ 1 en les n2 premie`res variables. Soit d1, d2...dr la base canonique
de DrF . L’e´le´ment M
ke
i0j0
agit sur DrF en envoyant di sur 0 pour tout i 6= i0
et en envoyant di0 sur π
k
DF
edj0 . Si on se repre´sente la matrice Ψ(M
ke
i0j0
) par
blocs de taille d× d, alors tous ces blocs sont nuls a` l’exception de celui qui
se trouve dans la position i0j0, et ce dernier est e´gal a` X = (xij)1≤i,j≤d ou`
les xij sont donne´s par :
- si 1 ≤ i ≤ k, alors xij = δi,j−d+kπFσ
k−d+j−1(e)
- si k + 1 ≤ i ≤ n, alors xij = δi,j+kσ
j−1(e).
Le lemme est ve´rifie´.
Lemme 4.12. Il existe des polynoˆmes P0, P1...Pn−1 ∈ Z[X11,X12, ...Xnn][t]
tels que pour toute matrice M ′ dans Mr(DF ), le coefficient de X
i, 1 ≤ i ≤
n− 1, dans le polynoˆme caracte´ristique de M ′ soit e´gal a` Pi(U(M
′);πF ).
De´monstration. C’est e´vident par le lemme 4.11 plus haut.
Lemme 4.13. Les points a), b) et c) de la proposition 4.4 sont ve´rifie´s si on
remplace Z[X11,X12, ...Xnn] par Z[X11,X12, ...Xnn][t], P (M) par P (M ;πF )
et P (N) par P (N ;πL).
De´monstration. La de´monstration marche identiquement en tenant compte
que, si F et L sont m-proches, alors πF et πL sont m-proches. Une autre
fac¸on de de´montrer ce lemme est de le voir comme un cas particulier de la
proposition 4.4 : on applique la proposition 4.4 a` (n + 1)2 variables.
De´montrons maintenant la proposition 4.10. On remarque que, si M et
M ′ sont dans Mr(DF ), et si M −M
′ ∈ Mr(P
dh
DF
), alors pour tout i, j, si
on e´crit mij =
∑
0≤k≤d−1
πkDF e
k
ij et m
′
ij =
∑
0≤k≤d−1
πkDF e
′k
ij , on a pour tout k :
ekij−e
′k
ij ∈ P
h
E . Par conse´quent, pour tout entier k1 fixe´, il existe un entier k2
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tel que, si F et L sont k2-proches, pour tout M ∈ ζ¯
k2
DFDL
(Kk2DFM
′Kk2DF ) on
ait : U(M) ∈ ζ¯k2EK(K
k1
E U(M
′)Kk1E ) (on a utilise´ les propositions 4.2, 4.8, 4.3,
4.9 et le fait que si e, e′ ∈ E sont k-proches alors, pour tout σ ∈ Gal(E/F ),
σ(e) et σ(e′) sont k-proches).
Soit maintenant M ′ comme dans l’hypothe`se de la proposition 4.10. On
pose N = min
0≤i≤n−1
vMn(E)(Pi(U(M
′))) qui a un sens parce qu’au moins
P0((U(M
′))) est non nul (car e´gal a` det(M ′)). L’entier N n’est autre
que la valuation du polynoˆme caracte´ristique de M ′′ vu comme e´le´ment
de Fn. En appliquant la proposition 4 b) a` la matrice U(M ′) ∈ Mn(E)
on trouve qu’il existe un k0 tel que, si L est k0-proche de F , pour toute
matrice M ′′ ∈ ζ¯k0EK(K
k0
EKU(M
′)Kk0EK), pour tout i entre 0 et n − 1 tel que
Pi(U(M
′)) 6= 0, Pi(U(M
′)) et Pi(M
′′) soient k-proches. En appliquant le
lemme 4.13c) aux polynoˆmes Pi qui ve´rifient Pi(U(M
′)) = 0 on trouve
qu’il existe un k′0 tel que, si L est k
′
0-proche de F , pour toute matrice
M ′′ ∈ ζ¯
k′0
EK(K
k′0
EKU(M
′)Kk0EK) on a vMn(K)(Pi(M
′′)) ≥ k + N . En posant
k1 = max{k0; k
′
0} l’entier m = k2 (voir quelques lignes plus haut pour k2)
ve´rifie les proprie´te´s requises par la proposition 4.10.
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5. Preuve de la correspondance
Soient F un corps local non archime´dien et D une alge`bre a` division
centrale sur F et de dimension d2. On pose n = rd, G = GLn(F ) et
G′ = GLr(D). Si OF (resp.OD) est l’anneau des entiers de F (resp.D),
on fixe des mesures de Haar sur G et G′ telles que le volume de GLn(OF )
(resp.GLr(OD)) soit e´gal a` 1. Rappelons qu’un e´le´ment g de G ou G
′ est dit
semisimple re´gulier (resp. elliptique re´gulier) si le polynoˆme caracte´ristique
de g est se´parable (resp. irre´ductible se´parable) et que, si g est un e´le´ment
de G et g′ un e´le´ment de G′ on dit que g correspond a` g′ et on e´crit g ↔ g′ si
g et g′ sont semisimples re´guliers et ont le meˆme polynoˆme caracte´ristique.
Si π est une repre´sentation lisse de longueur finie de G ou G′, alors on note
χpi le caracte`re de π vu comme fonction localement constante sur l’ensemble
des e´le´ments semisimples re´guliers du groupe en question.
On note E2(G) l’ensemble des classes d’e´quivalence de repre´sentations es-
sentiellement de carre´ inte´grable de GLn(F ) et E
2(G′) l’ensemble des classes
d’e´quivalence de repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable de G′.
On fixe une fois pour toutes un caracte`re additif non trivial ψF de F , trivial
sur l’anneau des entiers de F . Tous les facteurs ǫ′ des repre´sentations de
G ou G′ seront calcule´s a` partir de ψF . Nous voulons montrer le the´ore`me
suivant, dit correspondance de Jacquet-Langlands.
The´ore`me 5.1. Il existe une unique application :
C : E2(G)→ E2(G′)
telle que pour tout π ∈ E2(G) on ait
χpi(g) = (−1)
n−rχC(pi)(g
′)(5.1)
pour tous g ↔ g′.
L’application C est bijective. Les repre´sentations π et C(π) ont le meˆme
facteur ǫ′.
Nous voudrions montrer ce the´ore`me en partant du fait qu’il a de´ja` e´te´
montre´ en caracte´ristique nulle (dans [DKV]) et en utilisant la construc-
tion de situations proches de la section 2. L’ide´al serait de prouver que
pour les deux groupes G et G′ on peut relever localement les caracte`res
des repre´sentations au voisinage des e´le´ments re´guliers. En pratique cela
est difficile a` envisager, et tout ce dont on dispose est un rele`vement local
des caracte`res seulement pour G et seulement au voisinage des e´le´ments el-
liptiques, et seulement pour les repre´sentations de carre´ inte´grable (cette
denie`re condition n’est pas vraiment une contrainte dans le cadre pre´sent).
Ce re´sultat, qui est une conse´quence imme´diate des re´sultats dans [Ba2],
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permet ne´anmoins de prouver le the´ore`me plus faible ci-dessous, par com-
paraison avec la caracte´ristique nulle et a` l’aide des re´sultats prouve´s dans
la section 4 :
The´ore`me 5.2. Correspondance faible.
Il existe une bijection :
C′ : E2(G)→ E2(G′)
telle que pour tout π ∈ E2(G) on ait
χpi(g) = (−1)
n−rχC(pi)(g
′)
pour tout g ↔ g′ elliptiques re´guliers.
Attirons l’attention sur le fait que cette variante faible n’est pas satis-
faisante parce qu’elle ne permet pas d’e´tendre la correspondance de Jacquet-
Langlands aux repre´sentations qui ne sont pas essentiellement de carre´
inte´grable (voir pour l’instant [Ba1], ch.4). Nous ne pouvions donc pas
nous arreˆter la`. Pour montrer le th.5.1 (variante forte) en caracte´ristique
non nulle, nous remarquons que le th.5.2 permet de montrer les relations
d’orthogonalite´ des caracte`res des repre´sentations de carre´ inte´grable sur
G′ (voir l’annexe), par transfert, une fois qu’on a ce re´sultat sur G. Nous
e´nonc¸ons donc un troisie`me the´ore`me :
The´ore`me 5.3. Les relations d’orthogonalite´ des caracte`res sont valables
sur G et G′.
On sait pour l’instant qu’il est vrai si la caracte´ristique du corps de base est
nulle ([Cl]) et qu’il est vrai pour G si la caracte´ristique du corps de base est
non nulle ([Ba2]). Nous suivons ensuite le sche´ma suivant :
On montre que, sur un corps de base fixe´ (toute caracte´ristique),
1) le th.5.3 implique le th.5.1,
2) le th.5.1 implique le th.5.2
3) le th.5.2 implique le th.5.3.
La preuve de 1) est une re´criture de [DKV] telle qu’il soit clair que la
caracte´ristique n’intervient pas, en particulier en supprimant toute re´fe´rence
aux re´sultats de l’appendice 1 dans [DKV], indisponibles en caracte´ristique
non nulle. Le 2) est trivial. Comme le th.5.3 est prouve´ pour G en toute
carace´ristique, le 3) est imme´diat par transfert sur G′. La partie originale
de la de´monstration est la preuve (qui utilise la the´orie des corps proches
de´veloppe´e aux sections 2 et 4, ainsi que les re´sultats de la section 3), de
l’implication
4) si le th.5.1 est vrai sur tout corps de caracte´ristique nulle, alors le th.5.2
est vrai sur tout corps de caracte´ristique non nulle.
C’est pour pouvoir de´montrer cette implication qu’on a du inte´grer la
relation sur les facteurs ǫ′ a` l’e´nonce´ du th.5.1.
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Dans cette situation, comme le th.5.3 est connu en caracte´ristique nulle,
1), 2), 3) et 4) impliquent que les trois the´ore`mes sont vrais en toute car-
acte´ristique.
Montrons que le th.5.3 implique le th.5.1.
De´monstration. On fixeD et on raisonne par re´currence sur r. L’hypothe`se
de re´currence est :
(Hk) Le the´ore`me 5.1 est vrai pour G = GLdk(F ) et G
′ = GLk(D).
Le premier pas (k = 1), connu en caracte´ristique nulle ([Ro]) a e´te´ traite´
dans [Ba2] pour le cas de la caracte´ristique non nulle. Nous supposons que
le the´ore`me plus haut est ve´rifie´ pour tout entier k de 1 a` r − 1. On pose
G = GLdr(F ) et G
′ = GLr(D), pour ve´rifier l’hypothe`se Hr.
Soit π0 une repre´sentation de carre´ inte´grable de G de caracte`re central
(unitaire) ω. Conside´rons un corps global F et une alge`bre a` division D sur
F tels que :
- il existe une place v0 de F telle que Fv0 ≃ F et Dv0 ≃Mr(D) ;
- aux places infinies D est scinde´e ;
- a` toute place v diffe´rente de v0 ou` D est ramifie´e, Dv est isomorphe a`
une alge`bre a` division sur Fv.
Soient v0, v1...vm les places de F ou` D est ramifie´e. On fixe une fois pour
toutes un isomorphisme Dv0 ≃ Mr(D) et des isomorphismes Dv ≃ Mn(Fv)
pour toutes les places v ou` D est scinde´e. Pour toute place v de F on note
GLn(Fv) par Gv et D
∗
v par G
′
v.
On note indistinctement Zv = ZGLn(Fv) ≃ ZD∗v . Les ade`les des groupes
GLn et D
∗ sur F seront note´es GLn(A(F)) et D
∗(A(F)).
Soit vm+1 une place finie de F ou` D n’est pas scinde´e. On pose S =
{v0...vm+1}. Pour tout v ∈ S nous de´finissons ωv et πv de la fac¸on suivante :
- ωv0 = ω, πv0 = π0 ;
- ωvi
∼= 1 pour tout i ∈ {1, 2...m + 1} ;
- πvi ∈ E
2(GLn(Fvi);ωvi) la repre´sentation de Steinberg de GLn(Fvi)
pour tout i ∈ {1, 2...m} ;
- πm+1 une repre´sentation cuspidale de caracte`re central trivial deGLn(Fvm+1).
Notons π˜ une repre´sentation automorphe cuspidale qui ve´rifie π˜v ≃ πv
pour tout v ∈ S et ω˜ son caracte`re central. L’existence d’un tel π˜ n’est
pas e´vident. Dans un appendice de [He], Henniart montre ce re´sultat pour
un groupe re´ductif quelconque, mais a` condition que les πv soient cuspidales
pour tout v ∈ S. Dans le cas particulier du groupe line´aire, sa de´monstration
marche avec repre´sentations de carre´ inte´grable a` la place de repre´sentations
cuspidales. En effet, il suffit de :
- rajouter a` une autre place une composante cuspidale,
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- remplacer tout au long de la preuve coefficient par pseudocoefficient ;
pour montrer que le psudocoefficients jouent ici exactement le meˆme roˆle
que les coefficients dans la de´monstration de Henniart, il faut utiliser les
deux arguments suivants :
- un pseudocoefficient d’une repre´sentation de carre´ inte´grable τ est une
fonction sur laquelle la trace de toute repre´sentation ge´ne´rique non e´quivalente
a` τ s’annule (car ou bien de carre´ inte´grable, ou bien non elliptique),
- toute composante locale d’une repre´sentation automorphe cuspidale de
GLn est ge´ne´rique ([Sh],pp.190).
Si ωv est un caracte`re de Zv, on note H(Gv ;ωv) l’espace des fonctions
f sur Gv localement constantes a` support compact modulo Zv telles que
f(zg) = ω−1v (z)f(g) pour tout g ∈ Gv et tout z ∈ Zv. Pareil pour G
′
v. Pour
toute place v on pose Kv = GLn(Ov) et K
′
v = GLr(ODv ). Si f ∈ H(Gv ;ωv)
et f ′ ∈ H(G′v ;ωv) sont a` support dans l’ensemble des e´le´ments semisimples
re´guliers, on dit que f et f ′ se correspondent si leurs inte´grales orbitales sont
e´gales sur des e´le´ments qui se correspondent (∀ g ↔ g′, Φ(f ; g) = Φ(f ′; g′))
et l’inte´grale orbitale de f est nulle sur tout e´le´ment g qui ne correspond a`
aucun g′ ∈ G′. Ici le choix de mesures pour ces inte´grales orbitales se fait de
la fac¸on suivante : sur Gv = GLn(Fv) la mesure est telle que vol(Kv) = 1,
sur G′v = GLr(Dv) la mesure est telle que vol(K
′
v) = 1, sur Zv on fixe une
mesure dz arbitraire, sur tout tore elliptique maximal T de Gv ou G
′
v on fixe
la mesure dt telle que pour la mesure quotient dt/dz on ait vol(T/Zv) = 1,
sur tous les tores maximaux de Gv on fixe des mesures arbitraires avec
la seule condition que si deux tores sont conjugue´s les mesures choisies se
correspondent via cet isomorphisme (c’est inde´pendant de la conjugaison
envisage´e), et sur les tores maximaux de G′v on fixe des mesures provenant
des tores maximaux de Gv comme dans l’Annexe. Remarquons que les
fonctions qui apparaˆıtront sont a` support dans les e´le´ments semisimples
re´guliers, et ne “voyent” pas les autres points. En particulier, bien que l’on
n’ait pas pose´ de condition sur la caracte´ristique du corps de base, pour
toute fonction f ′ ∈ H(G′v;ωv), il existe une fonction f ∈ H(Gv ;ωv) qui lui
correspond et re´ciproquement, par le the´ore`me de submersion de Harish-
Chandra ([H-C]).
Soit ω˜ un caracte`re unitaire de F∗. On pose ω˜v = ωv et on de´finit
H(GLn(F); ω˜)) comme l’ensemble des fonctions f : GLn(A(F)) → C in-
variantes a` gauche par GLn(F), qui sont produit sur l’ensemble des places
v de fonctions locales fv ∈ H(Gv ;ωv) telles que, pour presque tout v, le
support de fv est inclus dans ZvKv et fv(k) = 1 pour tout k ∈ Kv. On
de´finit de fac¸on analogue H(D∗(F); ω˜)).
Soient f˜ ∈ H(GLn(F); ω˜)) et f˜ ′ ∈ H(D
∗; ω˜). On dit que f˜ et f˜ ′ se
correspondent et on e´crit f˜ ↔ f˜ ′ si pour tout i ∈ {0, 1, 2...m} on a f˜vi ↔ f˜
′
vi
et pour toute place v ou` D est scinde´e on a f˜v = f˜ ′v (via les isomorphismes
a` ces places fixe´s au de´but).
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On note ρ0 (resp. ρ
′
0) les repre´sentations de GLn(A(F)) (resp. D
∗(A(F)))
dans l’espace des formes automorphes cuspidales de caracte`re central ω˜.
Proposition 5.4. Si f˜ ∈ H(GLn(F); ω˜) et f˜ ′ ∈ H(D
∗; ω˜) sont telles que
f˜ ↔ f˜ ′, et si f˜vm+1 est un coefficient d’une repre´sentation cuspidale de
Gvm+1 , alors on a :
trρ0(f˜) = trρ
′
0(f˜
′).
Proposition 5.5. On pose
V = {v0, v1...vm}
Posons GV = Πv∈VGv, G
′
V = Πv∈VG
′
v et ωV = Πv∈V ω˜v. Notons π˜V la
repre´sentation de GV induite par π˜ par restriction aux places dans V . Si
fV ∈
∏m
i=0H(Gvi ;ωvi) et f
′
V ∈
∏m
i=0H(G
′
vi ;ωvi), on e´crit fV ↔ f
′
V si pour
tout i ∈ {1, 2...m} fvi et f
′
vi sont a` support dans les e´le´ments elliptiques
re´guliers et pour tout i ∈ {0, 1, 2...m} on a fvi ↔ f
′
vi . On a alors :
trπ˜V (f˜V ) =
∑
p˜i′∈U ′
m(π˜′)trπ˜′V (f˜
′
V )
ou` U ′ est l’ensemble des repre´sentations automorphes cuspidales π˜′ de D∗
telles que pour tout v /∈ V on ait π˜′v = π˜v, m(π˜
′) est la multiplicite´ de π˜′
dans ρ′0 et l’indice V veut dire “restriction aux places dans V ”.
Proposition 5.6. L’ensemble U ′ est fini.
Proposition 5.7. Posons V = {v0, v1...vm} comme plus haut. Il existe
alors un nombre fini k d’entiers strictement positifs aj , 1 ≤ j ≤ k, et des
repre´sentations irre´ductibles π′V j de G
′
V tel que, pour tout fV ∈
∏m
i=0H(Gvi ;ωvi)
et pour tout f ′V ∈
∏m
i=0H(G
′
vi ;ωvi) telles que f
′
v ↔ fv pour tout v ∈ V , on
ait :
trπ˜V (fV ) =
k∑
j=1
ajtrπ
′
V j(f
′
V )
La prop.5.4 est une application classique de la formule des traces, qui re-
monte a` [JL]. Le re´sultat tel qu’e´nonce´ ici est une conse´quence de la formule
des traces simple, valable en toute caracte´ristique. Pour la preuve de 5.5
voir par exemple [Fla] - c’est inde´pendant de la caracte´ristique du corps de
base. La prop.5.6 est prouve´e dans [Ba3] en caracte´ristique nulle et dans la
section 3, th.3.2 du pre´sent article, en caracte´ristique non nulle. La prop.5.7
de´coule imme´diatement de 5.5 et 5.6.
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Proposition 5.8. Il existe un nombre fini k′ d’entiers strictement positifs
ap, 1 ≤ p ≤ k
′, et de repre´sentations irre´ductibles π′p de G
′ tels qu’on ait :
χpi0(g) = (−1)
n−r
k′∑
p=1
apχpi′p(g
′) ∀g ↔ g′.(5.2)
De´monstration. Si g′V est un e´le´ment de G
′
V et gV est un e´le´ment de
GV qui lui correspond composante par composante (en particulier les com-
posantes de g′V sont des e´le´ments semisimples re´guliers des G
′
vi), alors on
e´crit gV ↔ g
′
V . Comme dans l’e´galite´ de la prop.5.7 il apparaˆıt un nom-
bre fini de repre´sentations, et que les caracte`res de ces repre´sentations sont
constantes au voisinage de g′V et de gV respectivement, en choisissant des
fonctions a` petit support au voisinage de ces e´le´ments (on peut les choisir
telles qu’elles se correspondent, par le principe de submersion de Harish-
Chandra) on peut passer a` une e´galite´ des caracte`res fonctions. En mettant
alors tout du coˆte´ gauche de l’e´galite´ on obtient
χp˜iV (gV )−
k∑
j=1
ajχpi′
V j
(g′V ) = 0 ∀gV ↔ g
′
V .
Les composantes locales de π˜V aux places v1, v2...vm sont des repre´sentations
de Steinberg. Le caracte`re de la repre´sentation de Steinberg de Gvi corre-
spond par la correspondance avec une alge`bre a` division au caracte`re de la
repre´sentation triviale de G′vi . On utilise alors l’inde´pendance line´aire des
caracte`res sur l’ensemble des e´le´ments re´guliers de Πmi=1D
∗
vi qui est compact
modulo le centre. La nullite´ du coefficient du caracte`re de la repre´sentation
triviale de ce groupe donne la relation voulue sur les caracte`res fonction a`
la place v0. Le (−1)
n−r vient apre`s un simple calcul de la loi de re´ciprocite´
et du fait que le caracte`re de la repre´sentation de Steinberg de GLn(Fvi)
(pour i de 1 a` m) est e´gal a` (−1)n−1 sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques
re´guliers.
Proposition 5.9. Les repre´sentations π′p qui apparaissent dans l’e´galite´ de
la proposition 5.8 sont de carre´ inte´grable.
Avant de prouver cette proposition, ouvrons une parenthe`se ou` nous mon-
trons deux propositions, A et B. La prop.B s’applique d’une part pour
prouver la proposition 5.9 plus haut et d’autre part dans l’e´tude de la com-
patibilite´ de la correspondance de Jacquet-Langlands avec les foncteurs de
Jacquet. L’ide´e de la de´monstration de la prop.B et les arguments sont de
[DKV], B.2.e. Nous e´vitons ici l’utilisation du transfert des inte´grales or-
bitales pose´ par re´currence dans [DKV], et qui est de´licat en caracte´ristique
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non nulle. La prop.A n’est qu’un re´sultat interme´diaire, plus faible que la
prop.B, et qui ne sert qu’a` de´montrer cette dernie`re.
Soient πi, i ∈ {1, 2...k} des repre´sentations lisses irre´ductibles de G et
π′j, j ∈ {1, 2...k
′} des repre´sentations lisses irre´ductibles de G′, et supposons
qu’on ait la relation :
(EG) (
k∑
i=1
aiχpii)(g) = (−1)
n−r(
k′∑
j=1
a′jχpi′j)(g
′) pour tout g ∈ G↔ g′ ∈ G′
ou` les ai et les a
′
j sont des nombres complexes. Sur G (resp. G
′) on fixe la
paire parabolique minimale standard (A;P ) (resp. (A′;P ′)) ou` A (resp. A′)
est le tore diagonal et P (resp. P ′) est le groupe des matrices triangulaires
supe´rieures inversibles. Donc, si L est un sous-groupe de Levi standard
de G, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs d’une
taille donne´e. Il correspond de fac¸on biunivoque a` une suite finie d’entiers
strictement positifs (n1;n2; ...np) ou`
n = n1 + n2 + ...+ np
et les ni repre´sentent les tailles des dits blocs dans l’ordre, en lisant du
haut a` gauche vers le bas a` droite. Pareillement, a` un sous-groupe de Levi
standard L′ de G′ correspond de fac¸on biunivoque une suite finie d’entiers
strictement positifs (n′1;n
′
2; ...n
′
p) ou`
r = n′1 + n
′
2 + ...+ n
′
p.
On dit alors que L se transfe`re si, pour tout i ∈ {1, 2, ...p}, d divise ni. Soit L
′
le sous-groupe de Levi standard de G′ qui correspond a` la suite (n′1;n
′
2; ...n
′
p)
telle que, pour tout i ∈ {1, 2, ...p}, n′i = ni/d. On dit alors que L
′ correspond
a` L ou que L correspond a` L′ ou que L et L′ se correspondent. Si P est un
sous-groupe parabolique standard de G et P = LU est une de´composition
de Levi standard de P , on dit que P se transfe`re si L se transfe`re. Alors,
si L′ est le sous-groupe de Levi standard de G′ qui correspond a` L, et P ′
le sous-groupe parabolique standard de G′ qui a pour sous-groupe de Levi
standard L′, on dit que P et P ′ se correspondent. Si L et L′ sont deux sous-
groupes de Levi standard de G et G′ respectivement, on utilise la notation
L↔ L′ pour dire que L et L′ se correspondent. On adopte la meˆme notation
pour des sous-groupes paraboliques standard qui se correspondent.
Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre standard de G qui se
transfe`re et soit P ′ = L′U ′ le sous-groupe parabolique standard de G′ qui
lui correspond. On se demande si on a alors la relation :
(EP) (
k∑
i=1
aiχresG
P
pii
)(l) = (−1)n−r(
k′∑
j=1
a′jχresG′
P ′
pi′j
)(l′) pour tout l ∈ L↔ l′ ∈ L′
(resGP est la restriction parabloique, ou “foncteur de Jacquet”). La re´ponse
est oui, sous certaines conditions (voir prop.B), et non en ge´ne´ral.
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Soient ZL et ZL′ les centres de L et de L
′ respectivement. On note X(ZL)
l’ensemble des caracte`res lisses (pas force´ment unitaires) de ZL et pareil
pour ZL′ . Il y a un isomorphisme naturel entre ZL et ZL′ et on identifiera
tacitement par la suite, via cet isomorphisme, ZL et ZL′ ainsi que X(ZL)
et X(ZL′). Soit AP l’ensemble des ω ∈ X(ZL) tels que ω soit un exposant
central de l’un des πi relatif a` P (c’est-a`-dire que ω est le caracte`re central
d’un des sous-quotients ire´ductibles de la restriction parabolique de πi a` P ).
Soit A′P ′ l’ensemble des ω ∈ X(ZL′) = X(ZL) tels que ω soit un exposant
central de l’un des π′j relatif a` P
′.
PROPOSITION A. Si (EG) est ve´rifie´e et si les conditions (1), (2) et
(3) plus bas sont satisfaites :
(1) tous les ai sont des nombres re´els non nuls de meˆme signe et tous les
a′j sont des nombres re´els non nuls de meˆme signe,
(2) pour tout i ∈ {1, 2...k}, ou bien resGPπi est nulle, ou bien tout sous-
quotient irre´ductible de resGPπi est une repre´sentation essentiellement de
carre´ inte´grable,
(3) pour tout j ∈ {1, 2...k′}, ou bien resG
′
P ′π
′
j est nulle, ou bien tout sous-
quotient irre´ductible de resG
′
P ′π
′
j est une repre´sentation essentiellement de
carre´ inte´grable,
alors on a :
i)AP=A
′
P ′
ii)(EP) est ve´rifie´e.
De´monstration. (i) Tout d’abord on a que pour tout n′ le caracte`re d’une
repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable de GLn′(F ) est constant,
re´el, non nul et de signe (−1)n
′−1 sur les e´le´ments elliptiques re´guliers d’un
voisinage de l’unite´ dans GLn′(F ). Cela est une conse´quence imme´diate
de la correspondance entre GLn et une alge`bre a` division ([Ro] et [Ba2]),
pour ne pas citer d’autres re´sultats plus ge´ne´raux sur les germes, mais qui
ne sont e´crits qu’en caracte´ristique nulle. Mais alors on a, par l’hypothe`se
de re´currence Hr′ , que, pour tout r
′ < r, le caracte`re d’une repre´sentation
essentiellement de carre´ inte´grable de GLr′(D) est constant, re´el, non nul
et de signe (−1)r
′−1 sur les e´le´ments elliptiques re´guliers d’un voisinage de
l’unite´ dans GLr′(D). Cela s’applique en particulier a` L et L
′ qui sont des
produits de tels groupes. Faisons la remarque que c’est le seul endroit ou`
nous avons besoin de l’hypothe`se de re´currence. Il existe donc un voisinage
V de l’unite´ dans L tel que le caracte`re de tout sous-quotient irre´ductible
de resGPπi soit constant re´el de signe (−1)
n−1 sur l’ensemble Ve des e´le´ments
elliptiques re´guliers de V pour tout i ∈ {1, 2...k} et il existe un voisinage de
l’unite´ V ′ dans L′ tel que le caracte`re de tout sous-quotient irre´ductible de
resG
′
P ′π
′
j soit constant re´el de signe (−1)
r−1 sur l’ensemble V ′e des e´le´ments
elliptiques re´guliers de V ′ pour tout j ∈ {1, 2...k′}.
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Soit g′ ∈ V ′e tel qu’il existe g ∈ V avec la proprie´te´ g ↔ g
′. On a
e´videmment g ∈ Ve. Si L correspond a` la partition ordonne´e (n1;n2; ...np)
de n, alors g se repre´sente par un p-uple (g1; g2; ...gp), ou` gi ∈ GLni(F ).
Posons
c(g) = inf
1≤i≤p−1
|det(gi)|F
|det(gi+1)|F
.
Soit maintenant z ∈ ZL = ZL′ . On repre´sente z par un p-uple (z1; z2; ...zp),
ou` zi ∈ F
∗. On pose
N(z) = sup
1≤i≤p−1
|zi|F
|zi+1|F
.
Alors, si N(z) < c(g)−1, on a c(zg) < 1 et, par le th.5.2 de [Ca1], pour toute
repre´sentation admissible π de G (ou G′)
χresG
P
pi(zg) = χpi(zg) (ou χresG′
P ′
pi
(zg′) = χpi(zg
′)).
E´crivons maintenant dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations
lisses de longueur finie de G et respectivement G′ :
resGPπi =
ki∑
s=1
αsπ
s
i , αs > 0
et
resG
′
P ′π
′
j =
kj∑
t=1
α′tπ
′t
j , α
′
t > 0,
ou` les πsi et les π
′t
j sont des repre´sentations irre´ductibles.
On a alors, en passant aux caracte`res, et en utilisant la relation (EG) pour
g et z comme plus haut :
k∑
i=1
ai
ki∑
s=1
αsχpisi (zg) = (−1)
n−r
k′∑
j=1
a′j
k′j∑
t=1
α′tχpi′tj
(zg′).
Si ωsi sont les caracte`res centraux des π
s
i et ω
t
j sont les caracte`res centraux
des π
′t
j , alors on a l’e´galite´ :
k∑
i=1
ai
ki∑
s=1
αsω
s
i (z)χpisi (g) = (−1)
n−r
k′∑
j=1
a′j
k′j∑
t=1
α′tω
t
j(z)χpi′tj
(g′).
On obtient, en regroupant, une relation :
∑
ω∈AP
nωω(z) =
∑
ω′∈A′
P ′
nω′ω
′(z)(5.3)
ou`, chose tre`s importante, les nω et les nω′ sont tous non nuls comme
somme de nombres re´els non nuls et de meˆme signe (par exemple, nω =
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∑
aiαsχpisi (g), ou` la somme porte sur les couples (i, s) tels que ω
s
i = ω).
Or, cette relation est vraie pour tout z tel que N(z) < c(g)−1. Pour avoir
AP = A
′
P ′ le lemme suivant suffit :
Lemme 5.10. Si ω1, ω2...ωv sont des caracte`res distincts de ZL et a1, a2...av
sont des nombres complexes tels qu’on ait :
∀z ∈ ZL tel que N(z) < c, Σ
v
i=1aiωi(z) = 0,
alors on a ai = 0 pour tout i.
De´monstration du lemme 5.10. Raisonnons par l’absurde et supposons
v minimal tel que
v∑
i=1
aiωi(z) = 0(5.4)
pour tout z ∈ ZL tel que N(z) < c et il existe au moins un ai non nul.
E´videmment v ≥ 2 et tous les ai sont non nuls. Soit z0 ∈ ZL tel que
N(z0) < 1. Alors pour tout z tel que N(z) < c on a N(z0z) < c donc
Σvi=1aiωi(z0z) = 0 ce qui donne Σ
v
i=1aiωi(z0)ωi(z) = 0. En multipliant 5.4
par ω1(z0) et en faisant la diffe´rence avec la dernie`re relation obtenue on
trouve une relation du type 5.4 avec un v strictement infe´rieur donc une
relation dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Ceci implique que pour
tout i ∈ {1, 2..v} on a ωi(z0) = ω1(z0). Mais alors on a en particulier :
ω1(z0) = ω2(z0) ∀z0 tel que N(z0) < 1
et aussi, les ωi e´tant des caracte`res,
ω1(z
−1
0 ) = ω2(z
−1
0 ) ∀z0 tel que N(z0) < 1
Comme tout e´le´ment h ∈ ZL s’e´crit h = xy
−1 ou` N(x) < 1 et N(y) < 1
(prendre y tel qu’on ait simultane´ment N(y) < 1 et N(hy) < 1, et poser
x = hy) on aboutit a` ω1 = ω2 ce qui contredit nos hypothe`ses.
Ainsi le point (i) de la proposition est de´montre´.
(ii) Prenons maintenant g′ ∈ L
′reg quelconque et g ↔ g′. On peut raison-
ner de la meˆme fac¸on, et il est toujours vrai que pour tout z ∈ ZL qui ve´rifie
N(z) < c on a une relation du type 5.3 avec la seule diffe´rence qu’on ne
puisse plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent soient tous
positifs. On e´crit cette relation :
∑
ω∈AP
nωω(z) =
∑
ω∈A′
P ′
n′ωω(z).
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Par le point (i) on a AP = A
′
P ′ et par le lemme plus haut on en de´duit que
nω = n
′
ω pour tout ω ∈ AP = A
′
P ′ . En particulier
∑
ω nω =
∑
ω n
′
ω et cette
relation, si on regarde qui e´taient les coefficients nω et n
′
ω, n’est autre que
la relation (EP) applique´e a` g ↔ g
′. Le point (ii) est de´montre´.
PROPOSITION B. Si (EG) est ve´rifie´e et si
- tous les ai sont des nombres re´els non nuls de meˆme signe et tous les
a′j sont des nombres re´els non nuls de meˆme signe et
- pour tout i ∈ {1, 2...k}, πi est une repre´sentation essentiellement de
carre´ inte´grable,
alors :
(i) AP = A
′
P ′ pour tout P ↔ P
′
(ii) (EP) est ve´rifie´e pour tout P qui se transfe`re.
(iii) Tous les π′j sont des repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable.
De´monstration. La de´monstration utilise plusieurs fois le crite`re de Cas-
selman ([Ca2] 4.4.6 et 6.5.1) et la prop.A plus haut. Pour un sous-groupe de
Levi standard L de G comme plus haut, le centre ZL de L s’identifie a` (F
∗)p
et tout caracte`re ω de ZL correspond a` une suite ordonne´e (α1(ω);α2(ω); ...αp(ω))
de nombre complexes, par la formule :
ω((z1; z2; ...zp)) =
∏
1≤i≤p
|zi|
αi(ω)
F ∀(z1; z2; ...zp) ∈ ZL.
Soit π une repre´sentation lisse irre´ductible de G. Le crite`re de Casselman
dit que π est une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable si et
seulement si elle a la proprie´te´ :
(Cas) pour tout sous-groupe parabolique standard P , ou bien resGPπ est
nulle, ou bien, pour tout sous-quotient irre´ductible τ de resGPπ, le caracte`re
central ω de τ a la proprie´te´ :
∀i, 1 ≤ i ≤ p− 1, Re(αi(ω)) < Re(αi+1(ω)).
Ce crite`re implique de´ja` :
(***) la restriction d’une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable
a` un sous-groupe parabolique standard est ou bien nulle, ou bien tous ses
sous-quotients irre´ductibles sont des repre´sentations essentiellement de carre´
inte´grable.
Le crite`re de Casselman admet aussi une variante : π est une repre´sentation
essentiellement de carre´ inte´grable de G si et seulement si elle a la proprie´te´ :
(Cas0) si P est le sous-groupe parabolique standard de G tel que resGPπ
soit cuspidale, alors pour tout sous-quotient irre´ductible τ de resGPπ, le car-
acte`re central ω de τ a la proprie´te´ :
∀i, 1 ≤ i ≤ p− 1, Re(αi(ω)) < Re(αi+1(ω)).
Ces meˆmes re´sultats valent pour G′ aussi.
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Maintenant, pour chaque repre´sentation π′j, il existe un sous-groupe parabolique
standard P ′j de G
′ tel que la restriction de π′j a` P
′
j soit cuspidale. Soit B0
l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard P ′ de G′ tels que pour
au moins un j la restriction de π′j a` P
′ soit cuspidale. De´finissons une rela-
tion d’ordre partielle sur B0 en posant P
′ < Q′ si et seulement si P ′ ⊂ Q′.
Pour tout P ′ ∈ B0, on note ΠP ′ l’ensemble des repre´sentations π
′
j dont la
restriction a` P ′ est cuspidale.
Soit P ′0 un e´le´ment minimal de B0. Soit P0 ↔ P
′
0. Comme P
′
0 est mini-
mal, pour tout j ∈ {1, 2...k′}, la restriction de π′j a` P
′
0 est nulle si π
′
j /∈ ΠP ′0 ,
et cuspidale si π′j ∈ ΠP ′0 . Par conse´quent, pour tout j, ou bien la restric-
tion de π′j a` P
′
0 est nulle, ou bien tous ses sous-quotients irre´ductibles sont
des repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable. Il en est de meˆme
pour les restrictions des πi a` P0 par (***). On peut donc appliquer le
point (i) de la proposition A pour en de´duire que AP0 = A
′
P ′0
. Mais alors,
(Cas) applique´ aux πi implique (Cas0) pour les π
′
j ∈ ΠP ′0 . Donc tous les
e´le´ments de ΠP ′0 sont des repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable.
On montre alors le point (iii) de notre proposition par re´currence : posons
B1 = B0\{P
′
0}. Prenons un e´le´ment minimal P
′
1 de B1. Soit P1 ↔ P
′
1. Soit
j ∈ {1, 2...k′}. Alors on a trois possibilite´s :
- ou bien la restriction de π′j a` P
′
1 est nulle,
- ou bien π′j ∈ ΠP ′1 ,
- ou bien π′j ∈ ΠP ′0 .
Dans le deuxie`me cas, les sous-quotients irre´ductibles de resG
′
P ′1
π′j sont des
repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable parce que cuspidales, et
dans le troisie`me cas par (***) et par le pas de re´currence pre´ce´dent. En
conclusion, si la restriction de π′j a` P
′
1 est non nulle, alors tous les sous-
quotients irre´ductibles de resGP ′1
π′j a` P
′
1 sont des repre´sentations essentielle-
ment de carre´ inte´grable. Comme du coˆte´ de G c’est pareil (par (***))
on applique encore une fois le point (i) de la proposition pre´ce´dente pour
avoir que AP1 = A
′
P ′1
, et en de´duire que tous les e´le´ments de ΠP ′1 sont des
repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable. Ainsi de suite ; a` chaque
pas, les restrictions non nulles du coˆte´ de G sont constitue´es uniquement de
repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable par (***), et du coˆte´ de
G′ les restrictions non nulles sont constitue´s uniquement de repre´sentations
cuspidales et de repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable (par
(***) et les pas pre´ce´dents). Apre`s card(B0) pas, on est suˆr de trouver
que toutes les repre´sentations π′j sont essentiellement de carre´ inte´grable et
le point (iii) est de´montre´.
Le point (iii) implique directement les points (i) et (ii) par application de
la prop.A et par (***). La proposition B est de´montre´e.
JACQUET-LANGLANDS EN CARACTE´RISTIQUE NON NULLE 59
De´monstration de la proposition 5.9. C’est imme´diat par la prop.B
(iii).
Soit ω le caracte`re central de π0. Dans l’annexe nous de´finissons l’espace
L0(Ge;ω) (resp. L0(G
′
e;ω)) comme espace des fonctions localement con-
stantes sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers de G (resp. G′),
invariantes par conjungaison par des e´le´ments de G (resp G′) et de car-
acte`re central ω. A` partir de la bijection entre l’ensemble des classes de
conjugaison des e´le´ments elliptiques re´guliers sur les deux groupes nous y
de´finissons une bijection i de L0(Ge;ω) sur L0(G
′
e;ω). Il est bien connu
qu’on peut de´finir des sous-espaces pre´hilbertiens L2(Ge;ω) et L
2(G′e;ω) de
L0(Ge;ω) et respectivement L0(G
′
e;ω) et que la restriction de i induit une
isome´trie entre ces deux espaces. Tous ces faits sont rappele´s dans l’annexe.
Les repre´sentations du coˆte´ droit de l’e´galite´ 5.2 sont force´ment de caracte`re
central ω et on peut donc e´crire une e´galite´ dans L0(G
′
e;ω) :
i(χpi0) = (−1)
n−r
k′∑
p=1
apχpi′p .(5.5)
Supposons maintenant que le th.5.3 est vrai. Alors les objets intervenant
dans l’e´galite´ 5.5 sont des e´le´ments de L2(G′e;ω) ; comme i(χpi0) est de norme
1 et les χpi′p sont orthogonaux deux a` deux et de norme 1, on obtient
1 =
k′∑
p=1
a2p.
Comme les ap sont des entiers positifs, on en de´duit que k
′ = 1 et a1 = 1
dans la prop.5.8. On a donc
∀g ↔ g′ χpi0(g) = (−1)
n−rχpi′1(g
′).
De plus, π′1 est la seule repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable
de G′ avec cette proprie´te´. En effet, si π′2 en e´tait une autre, il y aurait
une contradiction e´vidente avec l’orthogonalite´ des caracte`res sur G′ (on a
suppose´ que le th.5.3 e´tait vrai). On pose
C(π0) = π
′
1.
Ainsi, pour toute π ∈ E2(G) unitaire (pour l’instant) il existe une unique
π′ ∈ E2(G′) telle qu’on ait
∀g ↔ g′ χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′).
On pose alors
C(π) = π′.
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Si π ∈ E2(G) n’est pas unitaire, alors on e´crit :
π = |det(.)|xF ⊗ π
u
ou` πu est unitaire et x est un nombre re´el, et on pose :
C(π) = |nrdG′/F ∗(.)|
x
FC(π
u)
ou` nrd est la norme re´duite. Ainsi nous avons de´fini une application C qui
ve´rifie l’e´galite´ 5.1.
Unicite´
Si on suppose qu’il n’y a pas unicite´ d’une telle application C on trouve
deux repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable de G′ qui ont des
caracte`res e´gaux, bien qu’elles soient non e´quivalentes. En particulier, elles
ont des caracte`res centraux e´gaux et donc, en tordant par un caracte`re de G′
on peut les rendre unitaires toutes les deux et obtenir deux repre´sentations
de carre´ inte´grable non e´quivalentes, mais dont les caracte`res sont e´gaux.
Cela contredit l’orthogonalite´ des caracte`res sur G′.
Injectivite´
Si C(π) = C(τ) alors les caracte`res de π et τ sont e´gaux sur l’ensemble des
e´le´ments semisimples re´guliers de G qui ont un correspondant sur G′. En
particulier il y a e´galite´ sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers de
G, car ils ont tous un correspondant sur G′. Par orthogonalite´ des caracte`res
sur G, on doit avoir π = τ .
Les facteurs ǫ′
Si on suit la de´monstration depuis le de´but, on voit qu’on a obtenu au
passage le re´sultat suivant : en se plac¸ant dans la situation globale de´ja`
de´finie, si π est une repre´sentation de carre´ inte´grable de G, il existe une
repre´sentation automorphe cuspidale π˜ de GLn(AF) et une repre´sentation
automorphe cuspidale π˜′ de D(AF)
∗ telles que
- aux places ou` D est scinde´e les composantes locales de π˜ et π˜′ sont e´gales,
- aux places ramifie´es diffe´rentes de v0 les composantes locales de π˜ sont
des repre´sentations de Steinberg et les composantes locales de π˜′ sont des
repre´sentations triviales,
- la composante locale de π˜ a` la place v0 est π et la composante locale de
π˜′ a` la place v0 est C(π).
Donc, pour toute place de F diffe´rente de v0, les composantes locales de π˜
et π˜′ ont des fonctions L, ǫ et ǫ′ e´gales, aux places ou` D n’est pas scinde´e
parce que ces composantes locales sont e´gales, et aux autres par les calculs
de [GJ] sur les repre´sentations de Steinberg. Donc, si on applique l’e´quation
fonctionnelle de [GJ], th.13.8, on trouve que les facteurs ǫ′ de π et C(π) sont
aussi e´gaux. Pour les autres repre´sentations (repre´sentations essentiellement
de carre´ inte´grable mais non unitaires) le re´sultat s’obtient en tordant par
un caracte`re non ramifie´, de fac¸on a` les rendre unitaires, et en tenant compte
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du fait que le facteur ǫ′ subit le meˆme de´calage par ce changement.
Surjectivite´
Supposons qu’il existe une repre´sentation de carre´ inte´grable π′ de G′ de
caracte`re central ω qui ne se trouve pas dans l’image de C. Par le th.5.3,
avec les notations de l’annexe, la restriction du caracte`re de π′ a` G′e est
dans l’espace L2(G′e;ω) et de plus il est orthogonal a` toute restriction a`
G′e d’un caracte`re d’une autre repre´sentation de carre´ inte´grable de car-
acte`re central ω de G′. En particulier, il est orthogonal aux caracte`res
des repre´sentations qui se trouvent dans l’image de C donc en identifiant
L2(Ge;ω) et L
2(G′e;ω) par l’isomorphisme i (voir annexe) et en utilisant
la correspondance, la restriction du caracte`re de π′ est orthogonale a` la re-
striction de tout caracte`re d’une repre´sentation de carre´ inte´grable de G de
meˆme caracte`re central. D’apre`s le corollaire 5.2 dans [Ba2], les restrictions
des caracte`res des repre´sentations de carre´ inte´grable de G de caracte`re cen-
tral ω forment un syste`me orthonormal complet de l’espace pre´hilbertien
L2(Ge;ω) ; le caracte`re de π
′ serait alors nul sur G′e. C’est impossible car
χpi′ est de norme 1 dans L
2(G′e;ω).
Nous avons prouve´ qu’inde´pendamment de la caracte´ristique du corps de
base, le th.5.3 implique le th.5.1.
Montrons maintenant que la validite´ du re´sultat 5.1 pour tout corps de
caracte´ristique nulle implique le th.5.2 pour tout corps de caracte´ristique non
nulle.
De´monstration. Supposons donc que la caracte´ristique du corps de base
F est non nulle. On proce`de par contradiction, en transfe´rant a` la car-
acte´ristique nulle. Du coup, nous travaillerons avec plusieurs corps de base,
et les objets porteront parfois des indices indiquant sur quel corps nous les
conside´rons. Nous prouverons une correspondance faible (th.5.2) entre les
groupes GF et G
′
F en appliquant le th.5.1 a` GL et G
′
L ou` L est un corps de
caracte´ristique nulle bien choisi (voir la section 2, notamment sous-section
2.6).
Soit π une repre´sentation de carre´ inte´grable de GF et soit ω le caracte`re
central (unitaire) de π.
Proposition 5.11. Soit π′ une repre´sentation de carre´ inte´grable de G′F de
caracte`re central ω. Supposons qu’il existe M ∈ GF et M
′ ∈ G′F elliptiques
re´guliers tel qu’on ait M ↔M ′ et :
χpi(M) 6= (−1)
n−rχpi′(M
′).
Alors il existe un entier m ≥ 1 tel que, si L est un corps local de car-
acte´ristique nulle m-proche de F et CL est la correspondance sur L entre
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GLn(L) et GLr(DL), alors π et π
′ se rele`vent et on a
CL(ζ¯
m
FL(π)) 6= ζ¯
m
DFDL(π
′).
De´monstration.
Principe : On veut trouver un voisinage ouvert compact V de M , un voisi-
nage V ′ ouvert compact de M ′ et un entier m tel qu’on ait :
1) χpi est constant (e´gal a` χpi(M)) sur V ;
2) χpi′ est constant (e´gal a` χpi′(M
′)) sur V ′ ;
3) Pour tout corps L qui est m-proche de F , ζ¯mFL(V ) et ζ¯
m
DFDL
(V ′) sont
bien de´finis, et on a
a) χζ¯m
FL
(pi) est constant e´gal a` χpi(M) sur ζ¯
m
FL(V ) et
b) Pour tout e´le´ment g′ ∈ ζ¯mDFDL(V
′) il existe un e´le´ment g ∈ ζ¯mFL(V )
tel qu’on ait g ↔ g′.
Si on suppose que ζ¯mFL(π) et ζ¯
m
DFDL
(π′) se correspondent par la correspon-
dance en caracte´ristique nulle, on obtient alors par 3)a) et b) que le caracte`re
χζ¯m
DFDL
(pi′) est constant e´gal a` (−1)
n−rχpi(M) sur ζ¯
m
DFDL
(V ′). Mais, par 2),
χpi′ est constant sur V
′ et en utilisant la fonction caracte´ristique 1V ′ de V
′
qui se rele`ve, on aurait
trπ′(1V ′) = trζ¯
m
DFDL(π
′)(ζ¯mDFDL(1V ′))
ou encore
χpi′(M
′)vol(V ′) = (−1)n−rχpi(M)vol(ζ¯
m
DFDL
(V ′)).
C’est une contradiction, car ζ¯mDFDL pre´serve le volume (remarque 2.12) et
χpi′(M
′) 6= (−1)n−rχpi(M).
On va donc constuire V , V ′ et m qui ve´rifient ces conditions. Quitte
a` conjuguer M on peut supposer qu’il est la matrice compagnon de son
polynoˆme caracte´ristique. Soient m et s comme dans la proposition 4.6. Par
cette proposition, le caracte`re χζ¯m
FL
(pi) de ζ¯
m
FL(π) est constant e´gal a` χpi(M)
sur l’ensemble des e´le´ments de GL qui ont un polynoˆme caracte´ristique s-
proche de celui de M . Donc le caracte`re de CL(ζ¯
m
FL(π)) est constant e´gal
a` (−1)n−rχpi(M) sur l’ensemble des e´le´ments de G
′
L qui ont un polynoˆme
caracte´ristique s-proche de celui de M . Mais le polynoˆme caracte´ristique
de M est aussi celui de M ′. Posons s = k dans la proposition 4.10 et
notons m′ l’entier (qui dans la proposition 4.10 est note´ m) associe´ a` ce
k. En posant m′′ = max{m;m′}, si L et F sont m′′-proches, alors on a
ζ¯m
′′
DFDL
(Km
′′
DF
M ′Km
′′
DF
) ⊂ XM,s ou` XM,s est l’ensemble des e´le´ments de G
′
L qui
ont un polynoˆme caracte´ristique s-proche de celui de M . Quitte a` changer
de voisinage (et a` augmenter m′′) on peut supposer que χpi′ est constant
sur Km
′′
DF
M ′Km
′′
DF
(car M ′ est semisimple re´gulier). On pose V = KmF MK
m
F ,
V ′ = Km
′′
DF
M ′Km
′′
DF
et alors le triplet (V ;V ′;m′′) ve´rifie les conditions 1), 2)
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et 3). On peut donc conclure comme nous l’avons explique´ plus haut.
De´montrons maintenant le the´ore`me. De´finissons d’abordC′(π). On note
XpiGF (resp. X
pi
G′
F
) l’ensemble des classes d’e´quivalence de repre´sentations de
carre´ inte´grable de GF (resp. G
′
F ) de caracte`re central ω et qui ont un
facteur ǫ′ e´gal a` celui de π (calcule´ pour le caracte`re additif fixe´ en de´but
de section).
Lemme 5.12. Les ensembles XpiGF et X
pi
G′
F
sont finis.
De´monstration. Nous savons que le facteur ǫ′ de π s’e´crit
ǫ′(s;π;ψF ) =
Q(q−s)
R(q−s)
,
ou` Q et R sont des polynoˆmes et q est le cardinal du corps re´siduel de F .
On fixe une telle e´criture. Soit τ un e´le´ment de XpiGF . On rappelle la formule
2.29 :
ǫ′(s; τ ;ψF ) = ǫ(s; τ ;ψF )L(1− s; τˇ)L(s; τ)
−1.
On sait que
L(s; τ) =
1
S(q−s)
et
L(1− s; τˇ) =
1
T (qs−1)
= q−s deg T
1
T ′(q−s)
ou` S, T et T ′ sont des polynoˆmes, deg T = deg T ′. Alors, si on pose
ǫ(s; τ ;ψF ) = Kq
−m(τ)s,
ou` K est une constante complexe (non nulle), on a que
Kq−m(τ)sq−s deg TS(q−s)R(q−s) = Q(q−s)T ′(q−s).
La comparaison des degre´s des polynoˆmes qui interviennent montre que le
conducteur m(τ) de toute classe τ ∈ XpiGF est borne´ par deg Q. Le meˆme
raisonnement marche aussi pour XpiG′
F
, bien entendu. Alors le th.3.1.b) im-
plique que le niveau des e´le´ments de XpiGF et X
pi
G′
F
est uniforme´ment borne´,
et comme ce sont des classes de repre´sentations de carre´ inte´grable de car-
acte`re central fixe´, il n’y en a qu’un nombre fini.
Supposons par l’absurde qu’il n’existe pas de repre´sentation de carre´
inte´grable π′ de G′F de caracte`re central ω telle que χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′)
pour tous g ↔ g′ elliptiques re´guliers. Alors, en particulier, il n’en existe pas
dansXpiG′
F
. Comme cet ensemble est fini, on peut trouver unm suffisamment
grand pour que prop.5.11 s’applique a` tous π′ ∈ XpiG′
F
. Soit alors L un corps
m-proche de F . Soit ψL un caracte`re additif de L m-proche de ψ. Notons
XpiGL (resp. X
pi
G′
L
) l’ensemble des classes d’e´quivalence de repre´sentations
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de carre´ inte´grable de GL (resp. G
′
L) de caracte`re central ζ¯
m
FL(ω) et qui
ont un facteur ǫ′ e´gal a` celui de π. Par le th.2.17.b) et th.2.19.a), ζ¯mDFDL
re´alise une bijection entreXpiG′
F
et XpiG′
L
. Donc, en appliquant la prop.5.11, on
obtient CL(ζ¯
m
FL(π)) /∈ X
pi
G′
L
. Ceci contredit le fait de´ja` prouve´ que la corre-
spondance en caracte´ristique nulle conserve le facteur ǫ′. Ainsi, il existe une
repre´sentation de carre´ inte´grable π′ de GF telle que χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′)
pour tous g ↔ g′ elliptiques re´guliers. A` ce stade faisons la remarque que
- ζ¯mDFDL re´alise une bijection deX
pi
G′
F
surXpiG′
L
(par th.2.17.b) et th.2.19.a),
on l’a dit plus haut),
- ζ¯mFL re´alise une bijection de X
pi
GF
sur XpiGL (par le meˆme argument),
- CL re´alise une bijection de X
pi
GL
sur XpiG′
L
par le th.5.1 en caracte´ristique
nulle.
Donc, le cardinal de XpiGF est e´gal a` celui de X
pi
G′
F
. D’autre part, en appli-
quant le meˆme raisonnement que plus haut aux autres e´le´ments de XpiGF on
peut trouver pour chacun (au moins) un correspondant dans XpiG′
F
. Mais
deux e´le´ments de XpiGF qui ont des caracte`res e´gaux sur les e´le´ments ellip-
tiques re´guliers sont e´gaux, par orthogonalite´ des caracte`res sur GF (vrai en
caracte´ristique non nulle, [Ba2]). Ceci, rajoute´ a` l’e´galite´ des cardinaux,
prouve que pour tout e´le´ment de XpiGF on peut trouver exactement un
e´le´ment de XpiG′
F
qui lui correspond et re´ciproquement. Ainsi, on peut de´finir
une correspondance pour les repre´sentations de carre´ inte´grable. On e´tend
correspondance aux repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable non
unitaires en tordant par des caracte`res, comme en caracte´ristique nulle. Le
fait que pour tout π comme plus haut la correspondance re´alise une bijec-
tion de XpiGF sur X
pi
G′
F
implique qu’elle est injective et qu’elle conserve le
facteur ǫ′. Montrons qu’elle est surjective. Cela revient a` montrer que les
ensembles du type XpiG′
F
re´alisent une partition de E2(G′F ), ou encore que,
si π′ ∈ E2(G′F ), on peut toujours trouver π ∈ E
2(GF ) avec le meˆme facteur
ǫ′ que π′. Or, a` facteur ǫ′ fixe´, on a vu que le niveau est borne´ par une
constante K (que ce soit sur GF ou G
′
F ). Il suffit alors de partir avec π
′ et
de faire le tour a` l’envers, G′F −G
′
L−GL−GF , pour un corps L suffisamment
proche pour que toutes les repre´sentations de niveau infe´rieur ou e´gal a` K se
rele`vent ; nous savons que le facteur ǫ′ est conserve´ sur le parcours. Prouvons
maintenant l’unicite´ d’une telle correspondance. Comme la correspondance
qu’on a de´fini est surjective, s’il existait une autre correspondance, alors
deux classes distinctes de repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable
de GF auraient des caracte`res e´gaux sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques
re´guliers. Or, ceci contredit l’orthogonalite´ des caracte`res sur GF .
Maintenant on veut prouver que le th.5.2 en caracte´ristique non nulle im-
plique le th.5.3 en caracte´ristique non nulle. Ceci est e´vident en transfe´rant
les relations d’orthogonalite´ de G a` G′ par l’isomorphisme i (voir l’annexe)
et la correspondance C′.
JACQUET-LANGLANDS EN CARACTE´RISTIQUE NON NULLE 65
Re´capitulons : nous avons montre´ que le th.5.3 en caracte´ristique nulle
(resp. non nulle) implique le th.5.1 en caracte´ristique nulle (resp. non nulle).
Nous avons montre´ que le th.5.1 en caracte´ristique nulle implique le th.5.2
en caracte´ristique non nulle et aussi que le th.5.2 en caracte´ristique non
nulle implique le th.5.3 en caracte´ristique non nulle. Comme le th.5.3 est
vrai en caracte´ristique nulle ([Cl]), tous ces the´ore`mes sont prouve´s en toute
caracte´ristique.
Corollaire 5.13. La restriction des caracte`res des classes de repre´sentations
de carre´ inte´grable de G′ de caracte`re central ω fixe´ a` l’ensemble des e´le´ments
elliptiques re´guliers forme un syste`me orthonormal complet pour l’espace de
Hilbert L2(G′e;ω).
De´monstration. On avait obtenu ce re´sultat pour GLn(F ) (corollaire 5.2,
[Ba2]) par transfert a` partir d’un groupe compact modulo le centre. Graˆce
a` l’isomorphisme i entre L2(Ge;ω) et L
2(G′e;ω) de´fini dans l’annexe, on le
transfe`re sans proble`me sur G′ par la correspondance (th.5.1).
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6. Annexe
Soit G un groupe re´ductif connexe sur un corps local non archime´dien F
de caracte´ristique quelconque. Soient Z le centre de G et dz une mesure
de Haar sur Z. On note Ge l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers
de G (i.e. dont le polynoˆme caracte´ristique est irre´ductible se´parable) ;
sur tout tore elliptique maximal T de G on conside`re une mesure de Haar
dt telle que le volume de T/Z pour la mesure quotient dt = dt/dz soit
e´gal a` 1 ; pour tout tore maximal T de G on note T reg l’ensemble des
e´le´ments re´guliers de T , WT le groupe de Weyl de T et |WT | le cardinal de
ce groupe. Pour tout e´le´ment semisimple re´gulier g de G de centralisateur
T , on note D(g) la valeur absolue normalise´e du de´terminant de l’ope´rateur
Ad(g−1) − Id agissant sur Lie(G)/Lie(T ). Pour tout caracte`re unitaire ω
de Z on note L0(Ge;ω) l’espace des fonctions f de´finies sur Ge a` valeurs
dans C qui sont localement constantes, invariantes par conjugaison par des
e´le´ments de G, et ve´rifient f(zg) = ω(z)f(g) pour tout g ∈ Ge et tout
z ∈ Z. Soit Te un ensemble de repre´sentants des classes de conjugaison de
tores elliptiques maximaux. On note L2(Ge;ω) le sous-espace de L0(Ge;ω)
forme´ des fonctions f pour lesquelles
∑
T∈Te
|WT |
−1
∫
T reg/Z
D(t¯)|f(t¯)|2dt
converge. On de´finit un produit scalaire dans L2(Ge;ω) en posant :
< f1; f2 >e=
∑
T
|WT |
−1
∫
T reg/Z
D(t¯)f1(t¯)f2(t¯)dt,
qui munit L2(Ge;ω) une structure d’espace pre´hilbertien.
Clozel a montre´ dans [Cl] que, si la caracte´ristique de F est nulle, alors,
pour toute repre´sentation π de G de carre´ inte´grable et de caracte`re central
ω, la restriction du caracte`re de π a` Ge se trouve dans L
2(Ge;ω) et les
e´le´ments de L2(Ge;ω) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour
< ;>e. Cette proprie´te´ qu’ont tous les groupes re´ductifs en caracte´ristique
nulle est appele´e usuellement l’orthogonalite´ des caracte`res. Dans [Ba2] nous
avons prouve´ cette proprie´te´ dans le cas de GLn en caracte´ristique non nulle,
et une conse´quence du pre´sent article est la validite´ de l’orthogonalite´ des
caracte`res pour toutes les formes inte´rieures de GLn en caracte´ristique non
nulle.
Dans le cas particulier ou` G/Z est compact, alors inde´pendamment de
la caracte´ristique de F , les caracte`res de toutes les repre´sentations lisses
irre´ductibles de G de caracte`re central ω se trouvent dans L2(Ge;ω) et for-
ment une base Hilbertienne de cet espace (cela se montre comme pour les
groupes compacts). C’est le cas du groupe des e´le´ments inversibles d’une
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alge`bre a` division sur F .
Si G et G′ sont les groupes des e´le´ments inversibles de deux alge`bres
centrales simples de meˆme dimension n2 sur F , on peut identifier leurs
centres qu’on note avec la meˆme lettre Z. On fixe une fois pour toutes une
mesure sur Z. L’application qui a` un e´le´ment de G associe son polynoˆme
caracte´ristique sur F re´alise une bijection entre les classes de conjugaison
d’e´le´ments elliptiques re´guliers de G et l’ensemble des polynoˆmes unitaires
irre´ductibles se´parables de degre´ n a` coefficients dans F . De meˆme pour
G′. On obtient ainsi une bijection de l’ensemble des classes de conjugaison
d’e´le´ments elliptiques re´guliers deG sur l’ensemble des classes de conjugaison
d’e´le´ments elliptiques re´guliers de G′. On e´crit g ↔ g′ si g ∈ G est elliptique
re´gulier, g′ ∈ G′ est elliptique re´gulier et g et g′ ont le meˆme polynoˆme
caracte´ristique. Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels :
i : L0(Ge;ω) ≃ L0(G
′
e;ω)
de´fini par
i(f)(g′) = f(g) si g ↔ g′.
Maintenant, si g ↔ g′, alors il y a un unique isomorphisme de F -alge`bres
(qui dans ce cas pre´cis sont des corps) F [g] ≃ F [g′], qui envoie g sur g′.
On a donc un isomorphisme de groupes multiplicatifs F [g]∗ ≃ F [g′]∗. Mais
F [g]∗ n’est autre que le tore maximal elliptique Z(g) qui contient g et F [g′]∗
n’est autre que le tore maximal elliptique Z(g′) qui contient g′. Toutes ces
conside´rations impliquent que, si on choisit un ensemble de repre´sentants
Te des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux de G et un
ensemble de repre´sentants T ′e des classes de conjugaison de tores elliptiques
maximaux de G′, il y a une bijection
j : Te → T
′
e
qui est caracte´rise´e par T ≃ j(T ).
Soit T ∈ Te. Notons jT l’isomorphisme de T sur j(T ). E´tant un mor-
phisme de groupes, jT transforme la mesure de T en une mesure de Haar
de j(T ), donc en un multiple de la mesure qu’on avait choisi sur j(T ). Mais
la restriction de l’application jT a` Z est l’identite´, donc, vu le choix des
mesures sur T et i(T ), on en de´duit que jT pre´serve la mesure. Alors la re-
striction de l’isomorphisme i a` L2(Ge;ω) induit un isomorphisme d’espaces
pre´hilbertiens de L2(Ge;ω) sur L
2(G′e;ω). D’une fac¸on plus explicite, on a :
< i(f); i(h) >=< f ;h > ∀f, h ∈ L2(Ge;ω).
Si maintenant G′ est le groupe des e´le´ments inversibles d’une alge`bre cen-
trale simple de degre´ n2 sur F , si g′ est un e´le´ment semisimple re´gulier
quelconque de G′ (i.e. dont le polynoˆme caracte´ristique Pg′ est se´parable),
alors l’ensemble des e´le´ments de G′ dont le polynoˆme caracte´ristique est
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Pg′ est la classe de conjugaison de g
′. L’ensemble des e´le´ments de GLn(F )
dont le polynoˆme caracte´ristique est Pg′ est non vide, constitue´ d’e´le´ments
semisimples re´guliers, et forme une classe de conjugaison dans GLn(F ).
On obtient ainsi une injection de l’ensemble des classes de conjugaison
d’e´le´ments semisimples re´guliers de G′ dans l’ensemble des classes de con-
jugaison d’e´le´ments semisimples re´guliers de GLn(F ). On note g ↔ g
′ si
g ∈ G est semisimple re´gulier, g′ ∈ G′ est semisimple re´gulier et g et g′ ont
le meˆme polynoˆme caracte´ristique. Soit T ′ un tore maximal quelconque de
G′ et g′ ∈ T reg. Si g ↔ g′, alors il y a un unique isomorphisme de F -alge`bres
F [g] ≃ F [g′] qui envoie g sur g′. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F [g]∗ ≃ F [g′]∗. Mais F [g′]∗ n’est autre que le tore T ′ et F [g]∗
est un tore maximal de GLn(F ), le tore maximal qui contient g. On ob-
tient finalement une injection de l’ensemble des classes de conjugaison de
tores maximaux de G′ dans l’ensemble des classes de conjugaison de tores
maximaux de GLn(F ) qui prolonge la bijection j de´finie plus haut entre
l’ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de G′
et l’ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de
GLn(F ). On note cette application toujours par la lettre j. Le raisonnement
qu’on vient de faire implique aussi que pour tout tore T ′ de G′ il existe un
isomorphisme de T ′ sur tout e´le´ment T de la classe de conjugaison corre-
spondant a` la classe de conjugaison de T ′. Si on fixe maintenant des mesures
de Haar sur tous les tores maximaux de GLn(F ), avec la proprie´te´ que sur
deux tels tores conjugue´s les mesures se correspondent via la conjugaison,
on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de Haar sur
tous les tores maximaux non elliptiques de toutes les formes inte´rieures de
GLn(F ).
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